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Resumen

El trabajo presentado en esta tesis se centra en la identificaciéon de
sistemas dindmicos mediante técnicas de inteligencia computacional.
Concretamente, se realiza el modelado y estimacion de parametros de
las epidemias de VIH/SIDA y dengue para el caso de Cuba. Para la
estimacion de los parametros de los modelos presentados se utiliza
un método de estimacion basado en las redes neuronales de Hopfield,
inspirado por su capacidad para resolver problemas de optimizacion.

En el caso de la epidemia de VIH/SIDA, el trabajo realizado parte
de un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias que describe la
dindmica de poblaciones de la infeccién en Cuba. El modelo contiene
una serie de parametros que ponderan las transiciones entre poblacio-
nes, entre los que destacan los parametros que describen la deteccion
de individuos seropositivos por el sistema sanitario del pafs. Los dis-
tintos métodos de deteccién se agrupan de manera que se incluyen de
forma explicita solo dos grupos: la detecciéon mediante el programa de
notificaciéon de parejas, un sistema de busqueda activa de seropositi-
vos en el que el sistema sanitario ha empleado un especial esfuerzo
con medios materiales y humanos, y la deteccién mediante el resto
de métodos. Un objetivo de este trabajo es permitir el anéalisis de la
eficacia del programa de busqueda activa de seropositivos. Ambos pa-
rametros de detecciéon son muy dificiles de estimar mediante métodos
clasicos, por lo que en este trabajo se propone su estimacién mediante
el método basado en redes neuronales de Hopfield. Este método habia
sido probado con buenos resultados en la estimaciéon de parametros
de modelos mecanicos, pero no habia sido utilizado con anterioridad

en modelos discretos y sin entradas, como es el caso de los sistemas
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epidemiologicos. También se ha definido un umbral de deteccién de la
epidemia, que determina el estado de crecimiento o decrecimiento de
la epidemia, de manera similar al nimero bésico de reproducciéon de-
finido en el ambito de la epidemiologia. Finalmente, se han calculado
las poblaciones predichas de la epidemia a partir de los resultados de
la estimaciéon y de una base de datos reales de la epidemia en Cuba.
Los resultados obtenidos, tanto para la estimacién de los parametros
como para el umbral de deteccién, son coherentes con los obtenidos en
otros trabajos y la comparaciéon de las poblaciones predichas con las
reales es satisfactoria y valida la bondad tanto del modelo como de la

propia estimacion.

La mayoria de los modelos del VIH/SIDA propuestos, incluido el
descrito en el parrafo anterior, cuentan entre sus variables con la po-
blacién de individuos infectados de VIH que no han sido detectados
aun por las autoridades sanitarias. Esto resulta una seria limitacion a
la hora de validar los resultados comparando con datos reales. Por ello,
en esta tesis se propone también un nuevo modelo para el VIH/SIDA
en Cuba en el que no aparece la poblacién infectada no detectada,
sino que se define una ratio de infeccién oculta como el cociente de
los individuos infectados de VIH desconocidos entre los conocidos. A
partir de esta definicion y del modelo del VIH/SIDA previo, se define
un nuevo modelo que dependerd tnicamente de la ratio de infeccion
oculta, permitiendo obtener informacién, de manera indirecta, sobre
la poblacién de seropositivos no detectados. Para el modelo propuesto
se han realizado los anélisis de estabilidad y de sensibilidad respecto
a los pardmetros. En este caso, también se ha estudiado el ajuste del
modelo a la epidemia utilizando una base de datos reales de la epide-
mia en Cuba. Los resultados obtenidos muestran un buen ajuste a los
datos reales y se corresponden con la historia socio-econdémica de la
epidemia y del pais, ademas de dar una idea de las posibles mejoras y

extensiones del modelo.

Respecto a la epidemia de dengue en Cuba, en primer lugar se de-
fine un modelo paramétrico que describe la dindmica de poblaciones

de la epidemia mediante un sistema de ecuaciones diferenciales con




retardo. La utilizacién de ecuaciones con retardo evita la necesidad
de incluir explicitamente en el modelo las poblaciones de mosquitos
vectores del virus. Esta es una de las principales aportaciones de este
modelo, ya que los estudios con poblaciones de mosquitos no pueden
validarse directamente con datos reales. Por su parte, desde el pun-
to de vista matematico, la aplicaciéon del estimador basado en redes
neuronales de Hopfield a ecuaciones con retardo representa una intere-
sante novedad. Para este modelo se ha definido también un umbral de
deteccion que determina el estado de evoluciéon de la epidemia. Los
experimentos numéricos muestran un ajuste satisfactorio entre la po-
blacién predicha de individuos infectados y los datos reales. Asimismo,
los resultados de la estimacién y del umbral de deteccién sugieren que
la extensiéon de la epidemia seria mas prolongada y severa sin politi-
cas de fumigaciéon. En conclusién, el trabajo presentado apoya la idea
del uso del estimador en ecuaciones con retardos y permite evaluar la

eficacia de las medidas de control de la epidemia.
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Abstract

The work that is introduced in this thesis focuses on identifica-
tion of dynamical systems using computational intelligence techniques.
In particular, we perform modelling and parameter estimation of the
HIV/AIDS and dengue epidemics in the case of Cuba. In order to es-
timate the parameters of the presented models, we use an estimation
method based on Hopfield neural networks, inspired by their ability
to solve optimization problems.

In the case of the HIV/AIDS epidemic, the work stems from a mo-
del that describes the population dynamics of the epidemic in Cuba.
The model is defined by ordinary differential equations, and it contains
a number of parameters that weight the transitions between popula-
tions. Among these parameters, those that describe the detection of
seropositive individuals by the health system of the country stand out.
The different detection methods are grouped so as to explicitly include
only two sets: detection by the partner notification program, an active
search system for HIV infected individuals on which the health system
has devoted a substantial effort with human and material resources,
and detection by other methods. One of the objectives of this work
is to provide means for an analysis of the effectiveness of the active
search for seropositives. Both detection parameters are very difficult
to estimate by conventional methods, so we propose using the method
based on Hopfield neural networks as estimator. This method has been
tested with satisfactory results in the estimation of parameters of me-
chanical models, but has not been applied on discrete models without
inputs, as is the case of epidemiological systems. We have also defined

a detection threshold of the epidemic, which determines the state of
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growth or decline of the epidemic, similarly to the basic reproduction
number defined in epidemiology. Finally, we have computed the pre-
dicted populations of the epidemic from the estimation results and a
base of real data of the epidemic in Cuba. The results, both for the
parameter estimation and the detection threshold, are consistent with
those from other contributions, and the fit of the predicted populations
to the real ones is satisfactory, thus providing a positive assessment of

both the goodness of the model and the estimation itself.

Most HIV/AIDS models, including that described in the previous
paragraph, include as one of their variables the population of HIV-
infected individuals who have not yet been detected by the health
authorities. This is a severe drawback as long as results should be
compared to real data. Therefore, in this thesis we also propose a new
model for HIV/AIDS in Cuba, which does not explicitly include the
undetected infected population but, instead, a ratio of hidden infec-
tion is defined as the quotient of unknown infected individuals by those
known. Starting from this definition and the previous HIV/AIDS mo-
del, a new model that only depends on the ratio of hidden infection
is defined, which indirectly provides information on the population of
undetected seropositive individuals. For the proposed model, the stabi-
lity analysis and the study of sensitivity to parameters are performed.
In this case, we have also studied the fitting of the model to real data
using a database of the epidemic in Cuba. The obtained results show
a satisfactory agreement to real data, and they are consistent with
the socio-economic history of the epidemic and the country, besides
providing an indication of the possible improvements and extensions
of the model.

Regarding the epidemic of dengue in Cuba, a parametric model
describing the population dynamics of the epidemic through a sys-
tem of delay differential equations is defined. Using delay equations
overcomes the need for explicitly including in the model the popula-
tions of mosquitoes that are responsible for the contagion. This is a
major contribution of this model, since studies with mosquito popu-

lations cannot be validated using real data. On another note, from

12



the mathematical point of view, the application of the estimator ba-
sed on Hopfield neural networks to delay equations is an interesting
contribution. For this model we have also defined a detection thres-
hold that determines the evolution status of the epidemic. Numerical
experiments show a satisfactory adjustment between the predicted po-
pulation of infected individuals and real data. Likewise, the results of
the estimation and the computation of the detection threshold suggest
that the epidemic spread would be longer and more severe if it was
not for fumigation policies. As a conclusion, the presented work sup-
ports using the estimator on delay differential equations and provides

an assessment on the efficacy of epidemiological control measures.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema general del que trata esta tesis es la construccion, va-
lidacién, andlisis e identificacién de sistemas dindmicos que modelan
epidemias. Una caracteristica critica de los modelos epidemioldgicos,
en comparaciéon, por ejemplo, con los sistemas mecanicos, es que no
se dispone de un modelo que emane de forma precisa de leyes fisicas.
Por el contrario, los modelos epidemioldgicos, cuando existen, son el
resultado intuitivo del criterio de expertos, conteniendo siempre un
margen de incertidumbre. En este caso, la identificacién de sistemas
puede definirse como la determinaciéon de las propiedades internas del
sistema a partir de sus salidas externas observadas [32], y se integra
intimamente en el proceso de modelado: la obtencién de resultados sa-
tisfactorios de identificaciéon sugiere la validez del modelado, mientras
que una identificacion defectuosa puede deberse a un modelado inexac-
to. De esta forma, en el proceso de identificacion se pueden distinguir

varias tareas [4]:

= Establecer el dominio del modelo, ya sea en el tiempo o en la
frecuencia. Si el modelo se formula en el dominio del tiempo, de
forma general podra definirse mediante ecuaciones diferenciales,
que describiran la evoluciéon del estado del sistema. Este trabajo
se centra en modelos descritos por Ecuaciones Diferenciales Or-
dinarias, pudiendo incluir retardos. Los estados de los modelos

epidemioldgicos suelen representar poblaciones (por ejemplo, de
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individuos sanos, infectados, etc.).

= Una vez establecida la estructura basica del modelo, en este sue-
len aparecer parametros, es decir, magnitudes cuyo valor mide la
ocurrencia de un determinado proceso. Centrandonos en el ca-
so epidemiolodgico, los pardmetros corresponden habitualmente a
tasas de transferencia entre poblaciones por unidad de tiempo

(por ejemplo, infeccion, mortalidad, etc.).

= Finalmente, el modelo quedara totalmente concretado al estable-
cer el valor numérico de los parametros que contiene. El proceso
de calculo de los pardmetros constituye la tarea denominada es-
timacion [40] o identificacién paramétrica. Desde un punto de
vista matemaéatico y computacional, la estimacién de parametros

es la técnica fundamental del presente trabajo.

En consecuencia, cabe realizar algunas consideraciones sobre el estado
de la cuestion del modelado de epidemias, por una parte, y de la
estimacion de parametros, por otra.

Las enfermedades infecciosas son uno de los problemas de ma-
yor transcendencia para las autoridades sanitarias, que peri6dicamen-
te plantean nuevas estrategias para mejorar la prevenciéon, detecciéon
temprana y tratamiento de los afectados, y para establecer medidas
de control de su evolucién. El estudio y modelado matematico de en-
fermedades infecciosas es un problema que ha sido abordado frecuen-
temente a lo largo de la historia para ayudar a plantear esas estrate-
gias |15, 13} 19, B33]. En este contexto, existen varios trabajos intere-
santes en la literatura que analizan las epidemias estudiadas aqui: la
epidemia de VIH/SIDA y la de dengue. A menudo, un objetivo fun-
damental de los trabajos de modelado epidemiolégico es el computo o
la estimacion del nimero bdsico de reproduccion [18], que es un valor
numérico que caracteriza la evolucién futura de la epidemia: si este
valor es mayor que la unidad, se predice que la enfermedad se expan-
dira de forma indefinida, mientras que el caso contrario indica que la

infeccion es autolimitada y la epidemia terminara desapareciendo.
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Respecto a la epidemia de VIH/SIDA, su aparicion supuso un gran
impacto social debido a su gravedad y despertd interés por su anélisis
matematico desde el principio. En la literatura se han propuesto distin-
tos modelos de la epidemia en funcién de los factores que se pretendian
tener en cuenta o las técnicas utilizadas ([2, 28], B8] 27, 35 [34], entre
otros). El estudio del VIH/SIDA en el caso de Cuba es especialmente
interesante ya que la enfermedad presenta en este pais una incidencia
muy baja, especialmente si se compara con el resto de paises del Cari-
be. En este trabajo se utilizard como punto de partida un modelo de
la epidemia descrito en [27], que agrupa a las personas afectadas por
la enfermedad en distintas poblaciones en funcién de si su infeccion
ha sido detectada o no (es decir, registrada por el sistema sanitario)
y, si lo ha sido, del método de deteccién utilizado. El objetivo de este
modelo es estudiar la eficacia de los métodos de detecciéon emplea-
dos y, en relacién con ellos, la posible evoluciéon de la enfermedad.
Una caracteristica critica de la infeccion por VIH/SIDA es su largo
y extremadamente variable periodo de incubacion, que da lugar a un
numero significativo de individuos contagiosos que, al ser asintomaé-
ticos, desconocen que pueden propagar la infeccién. Desde un punto
de vista epidemioldgico, esta caracteristica supone un obstaculo para
validar los modelos propuestos, ya que el tamano de la poblacién de
infectados ocultos es desconocida. Este serd un aspecto muy presente
a lo largo de esta tesis y, en concreto, una de las propuestas es la cons-
truccion de un modelo que no contiene explicitamente la poblacién de

infectados no detectados.

Por su parte, la incidencia de la fiebre de dengue ha crecido consi-
derablemente en las ultimas décadas y es una de las principales causas
de mortalidad en algunos paises de Asia y Latinoamérica [42]. Existen
numerosos estudios en la literatura que tienen como objetivo modelar
la enfermedad de dengue (|21}, 29, 16], sin dnimo de ser exhaustivos).
El dengue es una infeccion virica que se transmite por la picadura
de una especie particular de mosquitos, que actiian como vectores de
la enfermedad. La mayoria de los modelos propuestos incluyen en-

tre sus variables una o més poblaciones de mosquitos responsables de
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transmitir la enfermedad. Dado que no es realista plantear medidas
minimamente precisas de las poblaciones de mosquitos (cuanto menos
determinar la proporcion de infectados), no es posible validar los mo-
delos comparandolos con datos reales del desarrollo de la enfermedad.
La propuesta de este trabajo es la construccién de un modelo que no

hace referencia expresa a la poblacién de insectos.

En la computacién clasica existen diferentes métodos para estimar
los parametros de un modelo, que pueden ser clasificados en dos gran-
des grupos: los métodos de gradiente [37] y los métodos de minimos
cuadrados [36]. Mientras que los métodos de este ultimo grupo no se
ajustan bien a la estimaciéon de pardmetros variables en el tiempo,
los primeros tienen el inconveniente de necesitar que el término de la
ganancia se ajuste de manera empirica en cada caso concreto. Para
solventar este problema se han propuesto multiples alternativas (véa-
se, por ejemplo, [3] para una revision reciente), pero dista de poderse
considerar un problema cerrado y sigue siendo necesaria la propuesta
de contribuciones novedosas que presenten mejoras en sistemas espe-
cificos. A este respecto, cabe senalar que la mayoria de los métodos
de estimacion de parametros se han validado rigurosamente al aplicar-
los a sistemas mecanicos, por ejemplo, en el &mbito de la ingenieria de
control. En cambio los sistemas epidemiolégicos tienen una serie de ca-
racteristicas que los diferencian de los modelos fisicos. Por un lado, sus
modelos no se basan en leyes fisicas sino en el conocimiento de exper-
tos, por lo que el propio modelo contiene un margen de incertidumbre
que no debe ser atribuido en exclusiva al método de estimaciéon. Otra
caracteristica importante es que los sistemas no presentan ezcitacion
erterna, es decir, no tienen entradas sobre las que se pueda actuar.
Esta es una diferencia significativa con los sistemas de control, donde
la definici6én de una entrada adecuada puede facilitar el proceso de
identificacién. Finalmente, los actuales sistemas mecanicos disponen
de sensores que proporcionan medidas con periodos en el rango de los
microsegundos, por lo que las senales involucradas pueden considerar-
se continuas en la practica, y ser manejadas con las técnicas del calculo

diferencial. En cambio, en el caso de trabajar con datos epidemiolé-
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gicos reales, habra que considerar que los modelos correspondientes
son discretos, ya que los datos de los que se dispondra no tendran
una periodicidad suficiente para poder considerarlos continuos. En to-
dos estos sentidos, el estimador que se utiliza en este trabajo es una
aportaciéon en la direccién de proponer métodos que estimen parime-
tros variables en este tipo de modelos. Este estimador esta basado en
una formulacién de las redes neuronales de Hopfield para la resolu-
cién de problemas de optimizacién, denominada formulacién de Abe
[1, B0, [10]. Este método, que ha sido utilizado previamente para la
estimacion de parametros de sistemas mecanicos [9), 1], seré& utilizado
para la estimacion de parametros definiendo el problema de estimacion

como un problema de optimizaciéon del error de prediccion.

La estructura de la presente tesis se describe a continuacién. En
el capitulo |2 se muestra un modelo de la epidemia de VIH/SIDA en
Cuba [27], basado en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO). Asi-
mismo, el método de estimaciéon mediante redes neuronales de Hopfield
serd aplicado aqui para la estimacion de los parametros de este sistema,
prestando especial atencién a los parametros que modelan los métodos
de deteccion de nuevos infectados. La idea es obtener, de forma indi-
recta, informacién sobre la poblacién oculta de individuos infectados.
En esta misma linea, en el capitulo [3]de esta tesis se propone un nuevo
modelo para la epidemia de VIH/SIDA en Cuba que no depende de las
propias poblaciones sino de la razén entre los infectados desconocidos
y los conocidos, lo que hemos dado en llamar ratio de infeccion oculta.
El modelo obtenido sugiere que esta razon tiende asintéticamente a
un valor constante, lo que muestra un acuerdo significativo con los da-
tos existentes. Finalmente, en el capitulo [] se presenta un modelo de
epidemia de dengue en Cuba definido mediante Ecuaciones Diferen-
ciales con Retardo (EDR). En este caso, la poblacién de mosquitos no
consta explicitamente en el sistema, siendo sustituido por un término
con retardo que modela implicitamente todo el proceso por el que un
individuo infecta a otro, incluyendo la transferencia del virus mediante

el vector.
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En resumen, la tesis aqui presentada conforma un trabajo multi-
disciplinar con los siguientes objetivos desde el punto de vista epide-

miolégico y computacional:

= Modelado de los sistemas dinamicos de VIH/SIDA y dengue.

e Modelado de la ratio de infeccion oculta mediante ecuacio-

nes diferenciales ordinarias.

e Anilisis y validacién del modelo de la ratio de infeccion

oculta.

e Modelado de la epidemia de dengue mediante ecuaciones

diferenciales con retardo.

e Definicién de los nimeros basicos de reproducciéon del
VIH/SIDA y del dengue en Cuba.

» Evaluacién de la bondad de la estimacién de pardmetros me-

diante el método basado en redes neuronales de Hopfield.

e Estimacion de parametros en modelos descritos por ecua-

ciones diferenciales ordinarias.

e Estimacion de parametros en modelos descritos por ecua-

ciones diferenciales con retardo.

El trabajo presentado en esta tesis se ha desarrollado gracias a la
colaboracion del grupo ISIS del Departamento de Tecnologia Electro-
nica de la Universidad de Malaga y de la Facultad de Matemaética y
Computacién de la Universidad de la Habana en el marco de sucesivos
proyectos de investigacion de la Agencia Espanola de Cooperacion In-
ternacional para el Desarrollo (AECID). Con respecto a estos altimos,
en concreto, la autora ha participado en los proyectos denominados
D/009842/07, D/017218/08, D/023835/09 y D/030223/10. Como fru-
to de esta colaboraciéon se ha definido el modelo de partida para la
epidemia de VIH/SIDA en Cuba y el modelo de dengue. Los datos
utilizados para la realizaciéon de las pruebas experimentales descritas
en este trabajo se corresponden con dos bases de datos reales ano-

nimas de las epidemias de VIH/SIDA y dengue en Cuba. La fuente
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de dichas bases de datos es el Instituto de Medicina Tropical Pedro
Kouri de Cuba. Como resultado directo de esta tesis se ha obtenido
la publicacion de diversos trabajos ([7, 22] Bl [6], entre otros). De estas
publicaciones, tres corresponden a revistas con factor de impacto sig-
nificativo segun el listado Journal Citation Reports, y se han incluido

en un apéndice del presente trabajo.
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Capitulo 2

Estimacion de parametros

en la epidemia de SIDA en
Cuba

2.1. Introduccion

En este capitulo se expone el trabajo descrito en el articulo “Esti-
mation of parameters based on artificial neural networks and threshold
of HIV/AIDS epidemic system in Cuba” [5]. El objetivo principal es
la estimacién de los pardmetros presentes en un modelo de la epide-
mia VIH/SIDA en Cuba previamente descrito en la literatura [27].
El modelo est4 definido mediante Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(EDO) y el método utilizado para la estimacion de sus parametros esté
basado en las redes neuronales de Hopfield, aprovechando la capacidad
de este tipo de redes para resolver problemas de optimizacién. Ademas
de la identificacion del sistema de VIH/SIDA, los resultados de este
trabajo también permiten realizar una validacién del modelo propues-
to. Finalmente, se calculard un umbral de deteccién, cuyo significado
epidemiolégico es andlogo al nimero basico de reproduccion, es decir,
proporciona informacioén de la evoluciéon de la enfermedad. Para todas
las pruebas realizadas, esto es, la estimacion de pardmetros, la vali-

dacién del modelo y el calculo del namero béasico de reproduccién, se
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utilizard una base de datos reales de la epidemia de 20 anos (entre
1986 y 2006) en la que se registra la poblacion de personas que ha
desarrollado SIDA y las distintas poblaciones de personas infectadas

de VIH, clasificindolas segin su método de deteccion.

2.2. Estimaciéon de parametros mediante redes

neuronales de Hopfield

Las redes de Hopfield han sido aplicadas a la resolucién de pro-
blemas de optimizacién desde poco después de su definicién en 1982
[26], 39]. En este trabajo se aplicara esta capacidad a la resolucion de
problemas de estimacién basandose en el hecho de que un problema
de estimacion puede definirse como un problema de minimizacion del
error de prediccion.

Sea un modelo definido en ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) de primer orden d—j = f(x,0), donde x es el vector de variables
de estado y 0 es el vector de pardmetros. A menudo, los pardmetros
entran de forma lineal en la ecuacion del sistema, como es el caso, por
ejemplo, en los modelos de sistemas mecénicos rigidos. Asumimos, por
tanto, que el modelo puede escribirse como Z—f = A(x)0+b(z), de for-
ma que podemos definir el modelo en la forma lineal en los parametros
(LIP):

y (@)= A()0 (2.1)

donde A(x) es una matriz y el vector y(x), que agrupa los términos que

no contienen parametros, viene dado por y(z) = ar b(x) . Hay que
tener en cuenta que esta definicion implica s6lo una leve pérdida de
generalidad ya que el sistema es lineal en los pardmetros pero no en las
variables. De esta forma, el problema de estimacién se formulara como
el de encontrar los parametros 6 que minimizan el error de prediccion
definido como:

e=y(z)—Ax)0 (2.2)

El método de estimacion que se utilizara aqui es una particularizacion

de la red neuronal de Hopfield denominada formulacién de Abe [II
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30, 10] que ya ha sido utilizada con éxito en [9) 11I]. En general, una
red de Hopfield se describe mediante un modelo con tres funciones:
la funcién de activacion, la dindmica de evolucién y la funcién de
energia o de Lyapunov. En funcién de como se formule cada uno de
esos tres componentes, se obtendra una particularizaciéon de la red.
La formulacion de Abe utilizada aqui queda definida por el siguiente

sistema de ecuaciones:

5i(t) = tanh <u7<t>>

dui
@~ 23)

J
V(S) = —% Z Zwijsisj + Z I;s;

donde s es el estado de la neurona, u es una variable de estado inter-
na con cierta analogia con el potencial de activacién de las neuronas
biolégicas, w e I son los pesos de las conexiones entre las neuronas y
~ es un parametro de diseno que regula la pendiente de la tangente
hiperbélica. En esta particularizacion, la funcién de activacion es la
tangente hiperbodlica. En general, pueden usarse otras funciones, con
la condicién de que deben ser funciones continuas, derivables y mono-

tonamente crecientes.

dt - 8si
que se observa en las dos ultimas ecuaciones en (2.3) y que implica

La formulacion de Abe puede deducirse de la relacion

que la dindmica de la red evoluciona hacia los minimos de V. Asi,
la optimizacién con redes neuronales de Hopfield se fundamenta en
forzar la equivalencia de la funcién de energia con la funcién objetivo,
con lo que se conseguird que la red tienda de forma natural hacia las
soluciones del problema de optimizacién.

Para minimizar el error de estimacién se tomard como funcién
objetivo la norma al cuadrado del error de prediccién:

1 1. A A 1
E = ieTe = §9TATA9 +0T(—ATy) + 3 y||” (2.4)

cuyo ultimo término puede despreciarse ya que no depende de la es-
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timacion 6. Si se reescribe la funcion de energia de la ecuacion ([2.3))

para expresarla de forma matricial:

1
V(s) = —§STW3 +s'1 (2.5)

se observa claramente que el problema de estimacion es definido como
un problema de optimizacién que es resuelto por una red de Hopfield
definida por las salidas de las neuronas s, la matriz de pesos W y el
vector de sesgos I descritos en la ecuacion :

W=-A"A; I=—-A"y; s=0 (2.6)

Puesto que los componentes de la matriz A dependen de los estados

variables del sistema, tanto W como I son variables en el tiempo.

Un hecho fundamental en este trabajo es que los datos disponibles
de la epidemia de VIH/SIDA no tienen una frecuencia suficiente para
poder considerar que trabajamos con un sistema continuo. Por ello,
el modelo de la epidemia VIH/SIDA en Cuba ha sido definido de
forma discreta utilizando la discretizacion de la ecuaciéon diferencial

del modelo continuo mediante la regla de Euler [8]:
Tpy1 = Tp + At (A(zy) 0+ b(xy)) (2.7)

donde At se elegira de acuerdo a la disponibilidad de los datos. Rees-

cribiendo el error de predicciéon como:
entl = Tny1 — Ty — At (A(xy,) 0 + At b(xy,)) (2.8)

y desarrollando la funcién objetivo E = %e—re para el caso discreto se

obtienen los pesos y sesgos de la red:
W=-APATA; T=-AtA" (2,41 — 2p) (2.9)

con lo que el método quedaria completamente definido para el caso de

sistemas discretos.
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2.3. Modelo de la epidemia de VIH/SIDA en
Cuba

En esta seccion se presentara el modelo del VIH/SIDA en Cuba
que ha sido utilizado en este trabajo. También se definird un umbral
de deteccién, con un significado analogo al ntumero béasico de repro-
duccién, y que permitiré predecir la posible evolucién de la epidemia.

El modelo utilizado, definido como un sistema dindmico de pobla-
ciones mediante ecuaciones diferenciales ordinarias, ha sido realizado
a partir del conocimiento de expertos en la materia y da una espe-
cial relevancia a la influencia de los distintos métodos de deteccién
de personas infectadas. El modelo se describe mediante el sistema de

ecuaciones [27]:

dxX X(Y1+Y2)
S Nk =B WX+ NV, +Y2) — fpg 2L T2
g = AR o)X XM+ Y2) — ke
4y,

T;Zle—(#+5/)m

2.10
v, _, X(i+Yy) (2:10)
dt ~ PX+Yi+Ys

dzZ
i BX + B (V1 +Ys)—pZ

(n+BYs

donde X representa la poblacién de individuos infectados de VIH que
no han sido detectados por el sistema sanitario, Y es la poblacién de
personas infectadas que si han sido detectadas y Z es la poblacion
de personas que han desarrollado SIDA. La poblaciéon de personas
infectadas detectadas Y ha sido subdividida en las poblaciones Y7,
personas detectadas mediante el programa de notificacion de parejas
e Y, personas detectadas mediante cualquier otro mecanismo del sis-
tema sanitario y que serd denominado como métodos “azarosos”. El
objetivo de esto es poder evaluar de forma diferenciada la influencia
del programa de notificacién de parejas o busqueda activa, en el que
personas que son detectadas como portadores de VIH son instadas a
declarar sus ultimos contactos sexuales, a los que se les realiza una
prueba de seropositividad.

Una forma usual de evaluar la evolucién futura de las epidemias
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es mediante el niimero bésico de reproduccién Ry, que se define como
la media de casos secundarios de la epidemia causados por cada indi-
viduo infectado. De esta forma, si Ry > 1 el namero de afectados se
incrementard, si Ry < 1 el numero de infectados decrecerd y si Ry = 1
la epidemia podria ser considerada endémica. La forma més habitual
de calcular el valor de Ry es definirlo como el radio espectral de la
matriz jacobiana del sistema en el equilibrio sin enfermedad [19]. Sin
embargo, aqui no es posible calcularlo mediante ese procedimiento, ya
que la parte derecha de las ecuaciones del modelo ni es diferenciable
ni estd definida en el origen. Por ello, se calculard una aproximacién
utilizando las poblaciones normalizadas = = XL-FY ey = XLJFY Si
los autovalores de este nuevo sistema son negativos la poblaciéon de
infectados decrecerd, por lo que definiremos un umbral Dy < 1 equi-
valente a esta condicion, y cuyo significado serd, por tanto, andlogo
a Ry < 1. Teniendo en cuenta que la definicién del umbral Dg tiene
cierta arbitrariedad, su valor serd evaluado s6lo cualitativamente, no
en su valor cuantitativo, aunque su andlisis seguiré siendo muy valioso

para conocer la posible evolucién de la enfermedad.

Sea la ecuacion de la poblaciéon de infectados desconocidos norma-
lizada, ‘fl—f. A partir del modelo definido en m y la regla de la cadena

de _ Oz dX Ox dY e
Gt = dx ar T 8y ar» se puede definir:

%: N=A+ka+B8-p)a"+(A=2XN -k —ko— B+ 5)z+ N

(2.11)
Por definicién, los valores de los pardametros son siempre positivos,
por lo que esta ecuacién tendra una tnica raiz positiva xg que se
corresponderd con el punto de equilibrio. Ademés, por definicién, y =

1 — x de manera que, en particular, yg = 1 — x.

Calculando el jacobiano para el sistema descrito en (2.10)), obvian-
do la poblacién Z que este caso no serd significativa, y en funcion de

las poblaciones normalizadas, se obtiene:

A=k — B — p— koy? N = kya?
g ! o ? (2.12)

k1 + koy? —(p+B') + kg + 2?
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cuyo determinante es:

|J|=(ki4+B+wp) (p+8) = (p+8) N+ k2(z0—y0)) +

(2.13)
+Ky (A + 8 = B) g — N (kayg + k1)

en el que se han sustituido los valores de las poblaciones normaliza-
das por el punto de equilibrio (xg,y0). Finalmente, calculando una

expresion que haga equivalente |J| < 0y Dy < 1 se obtiene:

_)\—i-kg(:(}o—yo) N kag-l-lﬁ _/\—i—,B/—ﬁ kgx%

= +
0 ki+ B+ p+p ki +B+pn  ptp k1+5<2+1’i)

Los parametros de detecciéon ki y ko son variables en el tiempo, lo

que podria llevar a cuestionar este razonamiento, que s6lo es véalido
para parametros constantes. Sin embargo, se puede considerar que la
variacion de los pardmetros es mucho mas lenta que la de la dinamica
de la poblacién, por lo que seria valido considerarlos como constantes
a trozos. Ademas, la variacién de los parametros implicara la variacion
del umbral Dy y permitirad evaluar los cambios en la evolucién de la

enfermedad.

2.4. Resultados experimentales

Se han realizado una serie de experimentos con el objetivo de va-
lidar el comportamiento del método de estimacién y de la bondad del
propio modelo de la epidemia. Para ello se ha utilizado un registro
de 16 anos de datos reales de la epidemia de VIH/SIDA en Cuba con
informacién semanal de la poblaciones Y y Z. Para evitar los errores
debidos a las imprecisiones en el registro, estos datos se han promedia-
do para utilizarlos con una periodicidad cuatrimestral. Los parametros
del modelo distintos de k1 y ko se consideraran constantes y conocidos,
ya que su valor puede ser obtenido de manera fiable mediante técni-
cas estadisticas, y sus valores se resumen en la tabla [2.I] Los datos
de la poblaciéon X, que son desconocidos pero necesarios para realizar
los experimentos, han sido obtenidos integrando una simplificacién del

modelo de la epidemia en el que se han utilizando los valores de los
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Cuadro 2.1: Parametros considerados conocidos y sus valores.

Tasa Simbolo  Valor
Contagio causado por individuos no detectados A 0.5750
Contagio causado por individuos detectados N 0.0403
Desarrollo de SIDA por individuos no detecta- 15} 0.1300
dos
Desarrollo de SIDA por individuos detectados o 0.1660
Mortalidad de individuos infectados sanos W 0.0110
Mortalidad de pacientes con SIDA w 0.7740

pardmetros descritos en la tabla [2.1], més dos valores posibles de ki y
ko obtenidos también con métodos estadisticos.
Los experimentos que han sido seleccionados como los que ofrecen

los resultados mas interesantes son:
1. Estimacién de los parametros de deteccion ki y ko.

2. Calculo del umbral de detecciéon Dy, incluyendo una representa-

cién de la sensibilidad del modelo respecto al parametro ks.

3. Evaluacion del modelo de la epidemia mediante la comparaciéon

entre las poblaciones de infectados predichas y reales.

2.4.1. Estimacién de parametros de detecciéon

Para la estimacion de los parametros de deteccion se ha construido
una red neuronal de Hopfield de dimensiéon dos donde los estados de
las dos neuronas, s; y sz, se corresponden con la estimaciéon de los
paradmetros ky y ko. Las ecuaciones de las poblaciones X y Z no se han
incluido en la expresion del error de prediccién, utilizado para realizar
la estimacion de los pardmetros, ya que la primera no se corresponde
con datos reales y la segunda no influye en los parametros a estimar.

Los resultados obtenidos se representan en la figura 2.1] Para ana-
lizar estos resultados hay que tener en cuenta que el significado de am-

bos pardmetros es distinto, ya que tal como se describia en la seccién
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Figura 2.1: Estimacion de los pardmetros de deteccion (k1 y ko) del
modelo VIH/SIDA en Cuba.

k1 y ko ponderan una relaciéon lineal y no lineal respectivamente.
Se puede observar que, segtn los resultados obtenidos, el pardmetro ks
ha pasado por diferentes fases y que son coherentes con las distintas
situaciones que ha vivido el programa de notificaciéon de parejas. En
la primera fase, hasta 1992, los altos valores del parametro reflejan la
apuesta de las autoridades sanitarias por este tipo de deteccién. Mas
tarde, de 1992 a 1996 se puede apreciar una importante caida en los
valores de k1 y ko que puede relacionarse con el llamado periodo es-
pecial, la crisis econdémica que vivid la isla tras la caida de la Union
Soviética. A partir de 1997 los valores de ambos pardametros suben, pe-
ro ko vuelve a bajar, lo que puede relacionarse con la aparicién de un
nuevo método de deteccion, la deteccion gracias a la intervencion del
médico de familia, método que en este trabajo se ha incluido dentro

de los llamados métodos azarosos.

En los valores estimados de los parametros pueden observarse fuer-
tes oscilaciones que se consideran debidas a la presencia de ruido, que
afecta al registro de los datos. Este problema se solventa mediante
algoritmos de regularizacion [20], caracteristica que se ha introducido

en el estimador realizando nuevas pruebas en las que se ha limitado
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Figura 2.2: Estimacion del parametro k; con tiempo final de integra-
cion t = M h (h = 107%). M = oo mantiene la integraciéon hasta la
convergencia.

el nimero de pasos de integraciéon, parando la convergencia antes de
llegar a un punto estable, y siguiendo un razonamiento similar a los
meétodos early stopping [24]. Como ejemplo de estas pruebas, en la fi-
gura[2.2]se representan los resultados obtenidos para el pardametros k;.
Los resultados nos llevan a pensar que el ajuste del tiempo final de in-
tegracion tiene un caricter critico, estableciendo un compromiso entre
la velocidad de convergencia y la suavidad del ajuste. En esta linea,
es necesario profundizar en el estudio en el futuro. Para el resto de ex-
perimentos, descritos a continuacién, se consideraran las estimaciones

representadas en la figura 2.1]

2.4.2. Calculo de tasa de reproducciéon de la epidemia

Sustituyendo el valor de los parametros en la féormula presentada
en la seccion [2.3]se ha calculado el valor del umbral de deteccion Dy y
se ha obtenido el resultado representado en la figura 2.3} Como era de
esperar, Dy pasa por las mismas fases que describimos en la estima-
cion de los pardmetros de deteccion. En la primera fase la incidencia
de la epidemia todavia es muy baja, causada fundamentalmente por
personas que venian del extranjero y ya habfan sido detectadas alli o

que llegaban ya en estado sintomatico. Mas tarde, la epidemia crece
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Figura 2.3: Umbral de deteccion (Dy) obtenido para los parametros
estimados, para la epidemia de VIH/SIDA en Cuba.

en el periodo especial y, finalmente, el valor de Dy se estabiliza cuan-
do el sistema sanitario vuelve a tener més recursos. Hay que tener en
cuenta que, segin los resultados obtenidos, el descenso en las tasas de
deteccion no implica un descenso en la epidemia, sino un problema en

la estrategia sanitaria de deteccién.

Un ejemplo de la informacion que se puede extraer con estas prue-
bas se mostrard analizando la dependencia de Dy respecto a los para-
metros de deteccion. En este caso, a la vista de los resultados obtenidos
puede pensarse que una buena solucién para controlar la enfermedad
es aumentar los parametros de detecciéon y conseguir que la epidemia
pase al estado de erradicacion (Dy < 1). Puesto que la vigilancia del
sistema sanitario ya es muy exhaustiva, es muy dificil que k; pueda
aumentar, por lo que nos centraremos en analizar cuanto ha de au-
mentar ko. En la figura se representa el valor de Dg en funcién
de ko para un determinado valor de k1, que en este caso ha sido esta-
blecido a k1 = 0,38, su valor en 1995. Se puede observar que el valor
que tendria que haber alcanzado ks es mucho mayor del que tenia en
esos momentos, un valor que seria inalcanzable para las autoridades
sanitarias. En cualquier caso, esto nos da un muestra de que, a pesar
de la poca incidencia del VIH/SIDA en Cuba, no es posible conseguir

la erradicacion de la epidemia a corto plazo.
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Figura 2.4: Umbral de deteccién Dy en fucion de ko cuando ki se
establece a su valor en 1995. La cruz es el valor de Dy en 1995 (ko =
0,12).

2.4.3. Prediccion de la poblacion infectada

Con el objetivo de evaluar la eficiencia del método de estimacién y
del modelo de la epidemia, se han calculado las poblaciones predichas
de Y7 e Y, para compararlas con las poblaciones reales. Para ello se
integraradn las ecuaciones del modelo utilizando los valores estimados
de los parametros y considerando los valores de las poblaciones en 1986
como valores iniciales. Ademés, se calculara el error cuadratico medio

de cada poblacion:

> (v - i)’

MSE = =4 ~ ; i=1,2 (2.15)

siendo IV el nimero total de datos. Los resultados obtenidos se re-
presentan en las figuras 2.5 y [2.6] y muestran un buen ajuste de las
curvas y un error cuadratico medio aceptable, lo que permite afirmar
que la estimacion es satisfactoria y que el modelo se ajusta bien a la
evolucion real de la epidemia. Se puede observar un hecho llamativo en
la trayectoria de las poblaciones, y es que entre los afios 1992 y 1996
las poblaciones permanecen casi constantes. Este hecho es coherente

con los resultados anteriores e indicaria el descenso en los trabajos de
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Figura 2.5: Poblaciones real y predicha de los detectados con VIH
mediante métodos azarosos en Cuba.

deteccion debido a la escasez de recursos de ese periodo, no el descenso

de la incidencia de la propia enfermedad.

2.5. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado un método de estimaciéon ba-
sado en redes neuronales de Hopfield y se ha aplicado a un modelo
de la epidemia de VIH/SIDA en Cuba. En concreto se han estimado
los llamados parametros de deteccion, presentes en este modelo. La
estimacion de estos parametros tiene un especial interés debido a la
dificultad de estimarlos mediante métodos clasicos y a su importancia
desde el punto de vista epidemiologico. Ademés, se ha calculado un
umbral de deteccion de la epidemia, denominado Dy, otro valor clave
para estudiar la evolucién de la enfermedad debido a que su signifi-
cado, anélogo al del namero basico de reproduccién Ry, da una idea
sobre el estado de crecimiento o decrecimiento de la epidemia. Los re-
sultados obtenidos para la estimacién son coherentes y satisfactorios
y se ha concluido que el modelo se ajusta a la epidemia. También se
ha analizado la relacién entre el umbral y los parametros de deteccion

y se ha llegado a la conclusiéon de que, para llevar a la epidemia a un
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Figura 2.6: Poblaciones real y predicha de los detectados con VIH
mediante el programa de notificacién de parejas en Cuba.

estado de decrecimiento, habria que aumentar la deteccién hasta un
nivel que no es posible alcanzar al menos corto plazo.

Como lineas futuras a este trabajo se propone aumentar el nimero
de parametros estimados mediante la red neuronal. Ya se han presenta-
dos algunos experimentos preliminares [7] donde se incorporan nuevos
parametros a la estimacién. Otra linea de trabajo interesante sera la
definicién de un modelo més complejo donde se incorporen los cam-
bios ocurridos a partir de 2001: la influencia de la detecciéon mediante
el médico de familia, los tratamientos con antirretrovirales o la nueva
definicién de SIDA de la OMS. Otro aspecto importante es conseguir
nuevas estimaciones para la poblacién X de infectados de VIH no de-
tectados por el sistema sanitario. Finalmente, un aspecto interesante
desde el punto de vista matematico, es analizar del comportamiento

del estimador ante la presencia de ruido.
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Capitulo 3

Ratio de la infeccion oculta
del VIH en Cuba

3.1. Introduccién

El objetivo de este capitulo es describir el trabajo correspondiente
al articulo “The ratio of hidden HIV infection in Cuba” [6]. En él, se
intenta solventar uno de los problemas que se encontraban en el trabajo
descrito en el capitulo [} la falta de informacién sobre la poblacion
X del modelo del VIH/SIDA en Cuba, que se corresponde con los
individuos infectados por VIH que atin no han sido detectados por las
autoridades sanitarias. Para ello se definird el concepto de “ratio de
infeccion oculta” y, a partir de él y del modelo definido en la ecuacién
, se propondra un nuevo modelo para la epidemia de VIH en
Cuba. Ademas, también se realizard el analisis de estabilidad y el
analisis de sensibilidad respecto a los parametros para el nuevo modelo
propuesto. Finalmente, se describirdn los experimentos realizados, en
los que se ha utilizando una base de datos reales de la epidemia en
Cuba. El objetivo de estos experimentos serd extraer informacién sobre

la epidemia y estudiar la bondad del modelo propuesto.
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3.2. Modelo de la ratio de infeccién oculta de
VIH en Cuba

En el capitulo 2] se definfa un modelo para la enfermedad de
VIH/SIDA en Cuba descrito por el sistema de ecuaciones . Este
modelo tiene el inconveniente de que una de sus variables, la poblacién
X, que agrupa los individuos infectados por el VIH que atin no han
sido detectados, es desconocida por propia definicion. Hay que tener
en cuenta que los valores de las otras poblaciones, Y y Z, referentes a
los seropositivos detectados y a los enfermos de SIDA respectivamente,
son conocidos y se registran en bases de datos de la epidemia. Ademas,
el valor de X es dificil de aproximar porque depende del periodo de
incubacion de SIDA (pardmetro § en el modelo), que tiene un valor
alto y bastante variabilidad entre individuos. Obtener informacién so-
bre la poblacién X es crucial por diversas razones, entre ellas, porque
permite estudiar la eficiencia de los métodos de control de las auto-
ridades sanitarias en la deteccién temprana de seropositivos. Puesto
que los individuos infectados por VIH son contagiosos durante el resto
de su vida, ser desconocedores de su situaciéon puede llevarles a no to-
mar medidas preventivas y provocar un crecimiento descontrolado de
la epidemia. En este sentido, la deteccion temprana de infectados de
VIH constituye, por si misma, un método de control de la enfermedad.

En este trabajo se propone un nuevo modelo de la epidemia de
VIH/SIDA en el que las ecuaciones del modelo no dependen direc-
tamente de la poblacién X, sino de lo que se denomina aqui como
ratio de infeccion oculta, definida como el cociente de los individuos

infectados de VIH desconocidos entre los conocidos:
r=— (3.1)

donde X e Y son respectivamente las poblaciones de individuos no
detectados y de individuos detectados por cualquier método del siste-
ma sanitario, al igual que en el modelo definido en . Se parte de
dicho modelo en el que se ha obviado la ecuaciéon correspondiente a la

poblaciéon Z, que no afecta en este caso, y se ha agrupado la poblacién
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de seropositivos detectados, Y = Y7 + Y5, con lo que queda:

dX , XY
dy , XY '
E——(M+/B)Y+k1$+k2X+Y

En este caso, a diferencia del trabajo descrito en el capitulo [2] los
parametros se consideraran constantes en el tiempo. A partir de es-
tas ecuaciones, se puede obtener el modelo dependiente de la ratio r

utilizando la regla de la cadena:

dr_@rdX+8rdY (3.3)
dt  0X dt = 9Y dt '
de donde se obtiene:
dr r(r+1) 9 , ,
— =—ky———k A—k — A 3.4
7 27 1774 ( 1 —B8+8)r+ (3.4)
Teniendo en cuenta que las poblaciones X e Y son siempre mayores
que 0 y que, por tanto, » + 1 # 0. Se obtiene finalmente el siguiente

modelo de la epidemia:

% = ki far+ N 21(r) (3.5)

donde para mayor simplicidad se ha definido el pardmetro a = A—k; —
ko — B+ . De esta forma, se ha obtenido en (3.5) una expresion de
la dinamica del modelo que s6lo depende de la propia variable r y que

tiene solucion explicita. Resolviendo la ecuacion f(r) = 0 se obtiene:

—a+vat+4k N

T+ =

—2h (3.6)
. —a—+va2+4k N
- —2ky

Puesto que los valores de todos los pardmetros son siempre mayores
que cero, el discriminante de la raiz es positivo y, por tanto, las dos
raices de la ecuacién son reales, siendo una negativa y la otra positiva.

De esta forma, puede decirse que f(r) = —ki(r—r3)(r—r_) y se llega
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a la solucién explicita:
ry —Cr_e Flre—rjt
1—CeFki(ryg—ro)t

r(t) =

(3.7)

donde C' > 0 es la constante de integracion.

3.2.1. Analisis de estabilidad

Las dos raices que se han obtenido para la ecuacién , r_y
r4, serdn los puntos fijos del sistema. De ellas, s6lo r; es un valor
posible, ya que r > 0. A partir de la solucién explicita descrita en
la tendencia de las trayectorias a largo plazo sera:

lim r(t) =ry (3.8)

T—00

por lo que se puede concluir que el punto fijo 74 es globalmente asin-
toticamente estable para r > 0.

Puesto que el modelo propuesto dispone de solucién explicita, no
serfa necesario realizar un anélisis de estabilidad convencional. Sin
embargo, merece la pena realizarlo ya que futuras modificaciones del
modelo podrian dar lugar a un sistema de EDO sin solucién. Un ejem-
plo de ello es el término no lineal relacionado con la bisqueda activa,
%, presente en el modelo y que esta todavia sujeto a discusion.

Para analizar la estabilidad del modelo se estudiaran tres conceptos
[25] [31]: los puntos fijos, la estabilidad asintotica de los puntos fijos y
la cuenca de atraccion.

En primer lugar, se evaluaré su jacobiano en el punto fijo r4, que

en este caso se corresponde con la derivada:

Fr)=—=2kry +a=—Va>+4k N <0 (3.9)

Esta expresion es siempre negativa, por lo que el punto fijo ry es
asintéticamente estable. Una vez probada la estabilidad del punto fijo
hay que estudiar la cuenca de atraccién, es decir, los valores del sistema
que tienden al punto fijo. Para ello se definird una funcién candidata

de Lyapunov, V(r) [41], definida de forma que cumpla % = —%—‘7{, con
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el objetivo de obtener en todo caso dt < 0, puesto que % v le: = —%%.
Definase una funcion Vp(r) como:

_ k1 3 /

Wr)=—{—-——=r"+ 202 4 Ny (3.10)
3 2
que tiene las siguientes tres raices:

0

Vo(r)=0 = r=21 3 9;;j48k1 N (3.11)
3a—/9a2+48 k1 N
4k

Las tres raices de Vp(r) son reales y solo la segunda es positiva, que
ademés es mayor que el punto fijo ry. Considerando las raices obte-
nidas para Vjy(r) y el caracter cubico de la funcion, se puede definir

entonces:

V(r)=— < ’“31 S 4 27“ 24N ) + min (Vg (1)) (3.12)
para asegurar que la funcion V (r) es positiva a partir de su primera
raiz. Hay que tener en cuenta ademés que, puesto que Vy(r) tiene
una raiz negativa, V(r) tendra también una raiz negativa y que sera
menor que la raiz de Vy(r). En la figura se puede observar una
representacion grafica de este razonamiento.

Como se cumplen las condiciones para que V sea una Funcién de
Lyapunov en (r — 00), esto es, V(r) > 0 al menos para r > r_,r # ri
y ‘Z‘{ < 0Vr(t) # r—,r4, se puede concluir que el punto fijo 74 es
globalmente asintéticamente estable para los valores positivos de r.
Por tanto, como r > 0, para cualquier valor inicial el valor de r siempre

converge a r4.

3.2.2. Analisis de sensibilidad

De forma general, el anélisis de sensibilidad de un modelo paramé-
trico permite estudiar como cambia su dindmica respecto a cambios en

cada uno de los parametros que contiene [I7]. El interés se centraré en
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Figura 3.1: Funciéon de Lyapunov, V (¢). Las flechas muestran las tra-
yectorias del sistema hacia el punto fijo ;. Obsérvese que la funcién
f'(r) es positiva para el punto fijo inestable de r_ y negativa para el
estable r .

las derivadas parciales del modelo, por lo que cada parametro puede
ser tratado uno a uno manteniendo el resto de parametros fijos. Para
cada parametro 6 € [\, X, 3, 3, k1, k2] puede definirse su ecuacion de

sensibilidad como:

_or
- 00

Bajo condiciones suficientes de suavidad, la ecuacion de la sensibilidad

Yo (3.13)

se puede definir como una EDO:

dvg _dor _ Odr_ofor of _of . 0f
dt ~ dtoe  00dt  or9e 96 or

5 (3.14)

Vo +
En el caso de este modelo, se obtiene g—{ = —2ki1r+a, y las derivadas
parciales respecto al vector de parametros, %, son:

of _of _ of _of _of __ Of _

ZJ — =t 1L = 2L

o~ oF ra)\/ 96~ ks —rakl =—r(r+1) (3.15)
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De esta forma, para cada parametro se obtiene un sistema de EDO de

dos ecuaciones:

dr . 2 !
7t = kl’]“ —i—a?“-l-)\
d
% - (_2k1r+a)¢e+g‘£ 0 VNN, BB ki ko)

(3.16)
La primera ecuacién estd desacoplada de la segunda ya que la sen-
sibilidad no depende de los estados del sistema. Por ello, a la hora
de resolver el sistema de ecuaciones, no habra que calcular la solu-
cion numérica para cada parametro, sino que basta con sustituir en
la ecuacion de la sensibilidad la solucion explicita obtenida en e

integrar dicha ecuacién de sensibilidad para cada caso.

Respecto a la estabilidad, el jacobiano de este sistema es:

g [T 0 (3.17)

D fi(r)

que tiene un unico autovalor de multiplicidad dos y que nos lleva al
jacobiano del sistema original, por lo que el sistema hereda su punto
fijo, 74, definido en[3.6] Asi, la sensibilidad respecto a cada pardmetro
1y tiende a:

of
| o s (3.18)
mgp=— 2| = 3.18
t—o0 | per, —va* + 4k; + N

Como se ha mencionado, las ecuaciones de la sensibilidad pueden tra-
tarse por separado para cada pardmetro, por lo que el proceso para
hallar una solucién numeérica consistird en: integrar la ecuacién del sis-
tema para hallar la trayectoria de r, evaluar el jacobiano y la derivada
% en cada instante de tiempo, y resolver las ecuaciones desacopla-
das. En la figura se representan las ecuaciones de sensibilidad
obtenidas mediante este procedimiento, utilizando los valores de los
parametros que aparecen en la tablay un punto inicial 7(0) = 500.

La eleccién de este valor es bastante arbitraria, ya que no se tienen
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Figura 3.2: Ecuaciones de sensibilidad del modelo de la ratio de infec-
cién oculta.

datos fiables sobre él, pero no es algo crucial ya que el comportamiento

es muy similar para un amplio rango de valores iniciales.

En los resultados obtenidos se observa que las trayectorias de la
sensibilidad convergen a un punto fijo. El término al que el sistema
es mas sensible es a ki, es decir, los cambios en este pardmetro son
los cambios que mas influirdn en la dindmica del sistema. También
se puede observar que la sensibilidad en todos los casos tiene un régi-
men transitorio estabilizandose con el tiempo en un valor determinado.
Ademiés el médulo de la sensibilidad del sistema, es creciente para todos
los parametros, es decir, la dependencia va aumentando con el tiempo
en todos los casos excepto en el de ki, que tiene un pico méximo en
el régimen transitorio. Desde el punto de vista epidemiologico este re-
sultado es coherente, ya que al principio de declararse la enfermedad,
cuando r = % es cercano a infinito, incluso un pequeno nimero de de-
tectados por los métodos azarosos (parametro k1) contribuye a que r
decrezca notablemente, mientras que la deteccién por la busqueda ac-
tiva (parametro ks) es todavia despreciable debido a que la poblacion

y de infectados no detectados tiene un valor pequeno.
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Cuadro 3.1: Valores para los parametros de deteccion.

Descripciéon Simbolo  Valor
Tasa de deteccién no relacionada con la bus- k1 0.5750
queda activa
Tasa de deteccién relacionada con la bisque- ko 0.0403

da activa

3.3. Pruebas con datos reales

El objetivo de este apartado es validar el modelo propuesto para la
ratio de infeccion oculta utilizando datos reales, a la vez que se extrae
informacién sobre la epidemia. Los datos disponibles corresponden a
la misma base de datos que se utilizdé en el capitulo [2] ampliada en
dos afios, es decir, un registro de 22 anos (entre 1986 y 2008) con
la poblacién de personas que han desarrollado SIDA y las distintas
poblaciones de personas infectadas de VIH. En este caso, todos los
parametros en el modelo se consideraran constantes en el tiempo. Sus
valores se corresponden con los que aparecen en la tabla [2.1] junto con
los valores de k1 y k2 en la tabla [3.1], que han sido obtenidos también
mediante métodos estadisticos.

Si se reescribe la poblaciéon de los seropositivos desconocidos sus-
tituyendo X = rY, se obtiene la EDO lineal:

dy

e (—(u—l—ﬁ’)—i—klr—i—eril)Y (3.19)

Esta ecuacién no puede resolverse directamente, pero teniendo en
cuenta que el sistema tiende en todo el dominio al punto fijo 74, como
se concluy6 en el apartado se puede suponer que a partir de un
instante de tiempo en el que el sistema haya alcanzado un régimen
estacionario el valor de r es constante. De esta forma la ecuaciéon de

Y es lineal con respecto a r y su solucién es:
Y = yg e tto) (3.20)

donde b= —(pu+ ') + k17 + ka1
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Utilizando esta expresiéon se ha realizado un ajuste lineal a los
datos reales de la poblacién Y. Para realizarlo se han quitado los 4
primeros anos de la epidemia (se comienza en 1990), con el objetivo de
permitir que el sistema haya llegado a un punto estacionario. Ademés,
se ha realizado un ajuste en dos partes (antes y después del anio 2000)
con el doble objetivo de, por un lado, realizar un buen ajuste del
punto inicial y de la parte final de la curva de Y y, por otro, tener en
cuenta los cambios ocurridos en el ano 2000 tanto en la definicién de la
enfermedad como en el cambio de las circunstancias de la deteccién.
Por tanto, se han considerado dos periodos distintos, [1990,2000] y
[2000,2008| ajustando los valores de yp y by del modelo exponencial

para cada uno de ellos.

Los resultados de la regresion exponencial se representan en la fi-
gura y su valor numérico se recoge en la tabla En ella, se
incluyen los valores de los coeficientes reales 39 y by y estimados g
y bo, los valores del Error Absoluto Medio (EAM) y Error Relativo
Medio (ERM) del ajuste, definidos como se describe en la ecuacion
(donde N es la dimension de los datos), y el coeficiente de de-
terminacién R2. Se puede observar que este tltimo estd bastante por
encima de 0.85, que es considerado el valor minimo a partir del que se

considera un ajuste satisfactorio.

1 N
MAE =5 > ly(i) = ()]
’ (3.21)

1 N
MRE = —
W %

En la tabla puede observarse que los resultados son significativa-
mente mejores para el segundo periodo de tiempo. Esto no se debe a
que en el primer periodo no se ha alcanzado el equilibrio, ya que los
errores no se concentran al principio del mismo. Una de las razones
de que existan estos errores pueden ser las duras condiciones econé-
micas que habia en Cuba en los afios 90, que dificultaban las tareas
de registro y pudieron provocar errores en los datos. También es rele-

vante el hecho de considerar constantes en el tiempo los parametros
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Figura 3.3: Regresiéon exponencial de la poblacién y para los periodos
[1990,2000] y [2000,2008]

Cuadro 3.2: Coeficientes y errores obtenidos para y en cada periodo.
Error Absoluto Medio (EAM), Error Relativo Medio (ERM) y coefi-
ciente de determinacion (R?)

Descripciéon | Periodo 1 | Periodo 2 | Datos Completos

to 1990 2008

Yo 346 1598

Yo 430 1533
0.1636 0.1636 0.1636

b 0.1165 | 0.1600
MAE 65.9584 81.3807 73.0843
MRE 0.0846 0.0278 0.0584
R? 0.9234 0.9954 0.9969
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de detecciéon ki v ko, que son muy dependientes de los recursos de los
que disponen las autoridades sanitarias en cada momento. Por otro
lado, otra posible razéon de los errores en el ajuste es el propio mode-
lo del VIH/SIDA en Cuba, que se puede considerar todavia sujeto a

discusion.

3.4. Conclusiones

En este capitulo se ha definido un nuevo concepto, la ratio de
infeccion oculta, r, que nos ha permitido obtener informacién sobre la
poblacion de infectados de VIH que no han sido detectados. Partiendo
de esta definicion y del modelo para la epidemia de VIH/SIDA en Cuba
descrito en el capitulo [2] se ha definido un modelo en el que r aparece
como variable. Para ese modelo se ha realizado el andlisis de estabilidad
en el que se ha obtenido que el sistema es globalmente asintoticamente
estable para los valores positivos de r, que son, por otro lado, los tinicos
valores que tienen sentido fisico ya que r es un cociente de poblaciones.
También se ha realizado el anélisis de sensibilidad del sistema en el que
se ha obtenido que el parametro para el que es mas sensible es ki, el
relacionado con la detecciéon mediante métodos azarosos. Finalmente,
se ha validado el modelo con una base de datos reales de la epidemia
y el resultado obtenido ha sido satisfactorio.

Uno de los resultados que puede extraerse a partir del trabajo rea-
lizado es el valor de la ratio de infeccién oculta en el punto fijo para
los pardmetros descritos en las tablas y 3.1, esto es r} = 1,1. En
trabajos previos |2, 28] se hablaba de que el numero de personas de-
tectadas respecto al global de seropositivos estaria en torno al 75 %,
mientras que segin el valor de 77 obtenido aqui estaria por debajo del
50%. La razon principal de esta diferencia es que en estos articulos
la bisqueda activa de contactos es un término lineal k2 X. Si consi-
deramos el término no lineal como un término lineal multiplicado por
una tasa variable, XLJFY = ﬁ, la estimacion con el término lineal
1—J1rr ~ 1, es decir parte de la suposicion r < 1. Es probable

que esta suposicién no pueda asumirse en este caso, sobre todo a la

asumiria
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luz de los buenos resultados obtenidos en este trabajo para el ajuste
de los datos reales. En cualquier caso, el modelado de la busqueda
activa de contactos en el modelo del VIH/SIDA sigue siendo un tema
abierto. Una interesante linea de trabajo futuro en este sentido puede
ser reemplazar el término no lineal por una funciéon genérica g(r) en
la que se mantengan las condiciones que permiten considerar valido el
analisis de estabilidad realizado en la seccion esto es, g(r) > 0,
g(0) =1y ¢ (r) < 0. Otra linea de trabajo futura respecto al refina-
miento del modelo es incluir distintas condiciones que no se tienen en
cuenta en este caso, como son las circunstancias socio-econémicas o la
aparicién de otros métodos de deteccion tales como el médico de fa-
milia. Por otro lado, también seria interesante la obtencién de valores
mas fiables para los pardmetros del modelo, annadiendo la posibilidad,

ademas, de que dichos pardmetros sean variables en el tiempo.
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Capitulo 4

Identificacion de un modelo

de dengue en Cuba

4.1. Introduccion

En este capitulo se describe el trabajo publicado en el articulo
“Hopfield networks for identification of delay differential equations
with an application to dengue fever epidemics in Cuba” [23]. En di-
cho trabajo, el método de estimaciéon de pardmetros basado en redes
neuronales de Hopfield descrito en la seccion se aplica a la identi-
ficacion de un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo (EDR).
Concretamente, el sistema de ecuaciones sobre el que se aplicara el
método de estimaciéon es un nuevo modelo para la epidemia de den-
gue en Cuba cuya definicion forma parte también de las contribuciones
del trabajo. Las principales particularidades del modelo propuesto son
dos: estd definido en ecuaciones diferenciales con retardo, y posee para-
metros variables en el tiempo. Desde el punto de vista epidemiolégico,
estas dos caracteristicas suponen una ventaja considerable, al evitar
la utilizacién de datos sobre los mosquitos transmisores de dengue,
informacién que es muy dificil de obtener. Desde el punto de vista
matematico, la aplicaciéon del estimador basado en redes neuronales
de Hopfield a un sistema de ecuaciones con retardo es una interesante

novedad.
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4.2. Modelo de la fiebre de dengue en Cuba

4.2.1. La fiebre de dengue

La fiebre de dengue es una enfermedad causada por un virus, de
sintomatologfa similar a una gripe severa . La enfermedad es trans-
mitida mediante la picadura de mosquito, por lo que forma parte de
las denominadas enfermedades transmitidas por vectores, es decir, en-
fermedades que son transmitidas a través de un agente o mecanismo
infeccioso desde las personas infectadas a las personas sanas. Més de-
talladamente, la dindmica de transmisiéon del dengue es la siguiente:
cuando un mosquito pica a una persona infectada, el mosquito pasa
por un periodo de incubacién del virus de varios dias, y a partir de
entonces, y durante el resto de su vida, puede transmitir la enferme-
dad. Por otro lado, cuando un humano se infecta de dengue, resulta
aquejado de la enfermedad durante varios dias en los que puede infec-
tar a nuevos mosquitos. Cuando, una vez transcurrido ese tiempo, el
humano se recupera, no puede infectarse de nuevo con el mismo virus.
Ahora bien, dado que se conocen 4 cepas distintas del virus, hay que
senalar que la infeccion por dengue produce inmunidad frente a la cepa
del virus por la que se ha sido infectado, pero s6lo inmunidad transito-
ria y parcial frente a las otras cepas. Sin embargo, puesto que aqui se
estudiara la enfermedad en Cuba, donde la epidemia no es endémica,
v el modelo se definird para un periodo de tiempo corto, esto es, para
un tnico brote, se podré considerar que los individuos recuperados no

volveran a padecer la enfermedad.

4.2.2. Definiciéon del modelo de dengue en Cuba

Existen diversos estudios interesantes sobre modelado e identifica-
cion de la epidemiologia de dengue 21, [I6]. Sin embargo, el principal
problema que comparten estos modelos es que incluyen entre sus ecua-
ciones las poblaciones de mosquitos. Esto supone una limitacién severa
para trabajar con casos reales de la epidemia, ya que es practicamente
imposible tener datos estadisticos fiables de las poblaciones de mos-

quitos, especialmente cuando se necesitan datos diferenciados de las
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poblaciones de los mosquitos infecciosos y los no infecciosos. Con la
idea de evitar este problema, en este capitulo se presenta un modelo
en el que se evita incluir de forma explicita dichas poblaciones, es de-
cir, las ecuaciones del modelo describen s6lo a poblaciones humanas.
El modelo se define como un modelo SIR, en el que las poblaciones
se dividen en individuos susceptibles (S), infectados (I) y recupera-
dos (R), y en el que se considera que los individuos recuperados no

pueden volver a padecer la enfermedad.

El modelo propuesto se define mediante el sistema de ecuaciones

diferenciales con retardo mostrado en la ecuacion (4.1)):

1 _ by ; It 1) 4 ON(E) — it S(0)
L X =) e =10~ 1) (1)
B 10) — s RO)

donde el parametro 5(t) es la tasa de infeccion, el parametro pg es la
tasa de mortalidad humana, pjys es la tasa de mortalidad del mosquito,
b es la tasa de nacimiento, r es la tasa de recuperacién de la enfermedad
y N =541+ R es la poblacién total.

En este modelo, para evitar incluir de forma explicita las poblacio-
nes de mosquitos, se considera que las infecciones de nuevos humanos
son causadas directamente por la poblacién de humanos infectados.
Puesto que en la dindmica de transmisiéon de dengue un mosquito
infectado serd un agente infeccioso a partir de que haya pasado su
periodo de incubacién, podria decirse que la infeccién de nuevos indi-
viduos estd causada por el “contacto” con individuos infectados en el
pasado. La medida de este contacto, relacionada con la eficiencia de
contagio del mosquito en su ciclo de vida, es lo que se ha representado
en el modelo con el parametro B(t). Este pardmetro tiene un interpre-
tacion compleja y no puede medirse mediante métodos estadisticos, a
diferencia del resto de parametros del modelo. Por ello, en este trabajo

se propone estimar 3(t) utilizando el método basado en redes neuro-
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nales de Hopfield que fue descrito en la seccion [2.2] para la estimacion
de parametros en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, pero
adaptandolo para que pueda ser utilizado con sistemas de ecuaciones

diferenciales con retardo.

El modelo propuesto se basa en un razonamiento intuitivo que

puede analizarse en cada una de sus ecuaciones de la siguiente manera:

= S: individuos susceptibles. El crecimiento de esta poblacién vie-
ne dado por los nacimientos, b/N, mientras que el descenso se
debe a los fallecimientos, —uyS, y a las nuevas infecciones,

S(t =t _

—B) AP T () e

= I: individuos infectados. Esta poblacion crece por las nuevas in-
fecciones, —B(t)% Z;jﬁ I(t — 1) e "M T ylos nacimientos bN.
La disminucién se debe a la recuperacion de los afectados, —r1,

y a la mortalidad, —pug1.

= R: individuos recuperados. Esta poblacion crece por las nuevas
recuperaciones, 1, y los nacimientos b[N, y decrece por la mor-

talidad de los individuos recuperados, —ug R.

En el sumatorio que modela las nuevas infecciones, se toma como
primer limite del retardo el periodo de incubacién del mosquito, 8
dias, ya que es el tiempo minimo que necesita un mosquito para ser
infeccioso. El limite superior del sumatorio es el tiempo medio de vida
del mosquito, 15 dias. Ademas, cada componente del sumatorio entre 8
y 15 dias esta ponderada por un término exponencial que ajusta la tasa
de supervivencia del mosquito. Por tanto, cada término del sumatorio
es la fraccion de los mosquitos infecciosos surgidos por los humanos
infectados 7 dias antes. Ademas, el ntmero de nuevas infecciones en t
depende de la probabilidad de que un mosquito infectado pique a un
humano susceptible % Por otro lado, se consigue que la poblacién de

mosquitos aparezca solo de forma implicita utilizando la dependencia

temporal de 3(t) y los términos con retardo.

56



Capitulo 4. Identificacion de un modelo de dengue en Cuba

4.2.3. Numero basico de reproduccién

Se ha definido el nimero bésico de reproduccién, Ry, para el mode-
lo de dengue propuesto, tal como se hizo para el modelo de VIH/SIDA

en la seccion 2.3l

En este caso, tampoco se puede utilizar la definicion de Ry como
el radio espectral de la matriz jacobiana del sistema en el equilibrio
sin enfermedad, asi que se calculard también una aproximaciéon. Se
partird de la ecuacién de individuos infectados del modelo definido
en la ecuacion . Se considerard que la poblacion de individuos
susceptibles, S, es constante para un periodo de tiempo “corto” y que
la variacién de la poblacién infectada entre los periodos de tiempo ¢
y t — 7 es despreciable, es decir, la poblacién estd en un punto de
equilibrio I(t) = I(t — 7) para todo 7 = t1, ..., t2. Con estas premisas,

la ecuacion de individuos infectados queda como:

ir _ ( B0 5S e MH) 1 (12)

T=t1

A partir de este punto de equilibrio, un avance de un periodo de tiempo
“corto” provocard un aumento de la poblacién de infectados siempre y

cuando se cumpla que:

T=t2
S

,B(t)ﬁ Z eHMT —pr — g >0 (4.3)

T=t11

y se producira un descenso si dicho término es negativo. Si se reorgani-
za la ecuacion se puede concluir que una aproximacién al ntimero
bésico de reproduccion puede ser:
S T=t2 —MUM T
Blt) g 2= €

Ry = 4.4
0 T+ ug (4.4)

Hay que tener en cuenta una serie de premisas para la definicién an-
terior, especialmente si la comparamos con la definicién clasica del Ry
para sistemas lineales. Por un lado, mientras que la reorganizaciéon de

la ecuacion [£.3] tiene sentido desde un punto de vista epidemiolgico,
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desde un punto de vista algebraico es una reordenacién arbitraria. Por
tanto, la definiciéon de Ry aportada no es tinica ni puede ser compara-
ble con otras epidemias ni con otras particularizaciones del dengue: su
valor ofrecerd informacion cualitativa del estado en que se encuentra
la epidemia, esto es, expansion, erradicacion o equilibrio, pero no tiene

sentido como valor absoluto.

4.3. Estimador de Hopfield en sistemas con re-

tardo

En la seccion 2.2] se describe el método de estimacion basado en
redes neuronales de Hopfield que sera utilizado en este capitulo, pero
la definicién de dicha seccién se limitaba a modelos dados por ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Para aplicarlo al caso de dengue, es
necesario extender la definicién para el caso de ecuaciones diferencia-
les con retardo. Retomando la descripcién para el caso discreto, donde

el sistema se definia como:
Tnt1 = Tp + At A(zy) (0, + 0) (4.5)

solamente quedaria generalizarlo para que se adapte a un sistema con

retardos, que puede definirse como:
Tpg1 = Tp + At AT, Tn—iy s Tn—iy, -..) (On +0) (4.6)

Paradojicamente, la discretizacion del modelo ayuda a definir el sis-
tema con retardos, ya que la generalizacién para este caso consistiria
simplemente en la generalizacion de la matriz A para que dependa de
estados pasados, donde i1, i2, etc. son los retardos. De esta forma, el
estimador queda completamente definido para el modelo epidemiol6gi-
co con retardo, que constituye un sistema de ecuaciones discretas con
retardo desde el punto de vista matemético, simplemente utilizando

la generalizaciéon de la matriz A en los pesos y sesgos de la red de
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Cuadro 4.1: Parametros y valores caracteristicos de la enfermedad de
dengue.

Descripciéon Simbolo  Valor
Mortalidad del mosquito WA tl_l 1—15
Tasa de recuperaciéon de dengue r %
Mortalidad humana WH 2,4107°
Natalidad (considerada igual a la mortalidad) b 2,4107°
Poblacion total (considerada constante) N 2,18 106
Periodo de incubacion de dengue en el mos- to 8
quito
Hopfield:
W=-AtPATA; T=-AtA" (x4 —z,) (4.7)

y, por tanto, en la dindmica de la red:

du;
= = > wijs; — I (4.8)
7

4.4. Pruebas con datos reales

En esta seccidon se describen las pruebas realizadas para evaluar
la bondad del estimador neuronal y del modelo de dengue propuesto.
Para realizar estas pruebas se ha utilizado una base de datos reales
de la epidemia en la que se registra el nimero de personas infectadas
durante los 274 dias del brote de dengue en La Habana en 2001. A ex-
cepcion del parametro 3, todos los parametros presentes en el modelo
propuesto de la epidemia se considerardn conocidos, ya que pueden
ser calculados de manera fiable mediante métodos estadisticos. Sus
valores han sido fijados a los descritos en la tabla [I.1]

A partir de la poblacién de infectados disponible en la base de
datos y de los parametros conocidos de la epidemia, se han calculado

las poblaciones de individuos susceptibles y recuperados. Utilizando
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Figura 4.1: Estimacién del parametro § para el brote de dengue de La
Habana en 2001

estas poblaciones, se ha construido una red neuronal de dimensién uno
con la que se ha estimado el valor del parametro 8 y cuyo resultado
se representa en la figura [4.1]

Con los valores obtenidos para el parametro § se han realizado
dos pruebas més. En la primera de ellas se ha calculado la poblacién
predicha de infectados de dengue integrando las ecuaciones del mo-
delo. Los valores iniciales de las poblaciones son los correspondientes
al instante en el que la la poblacién de infectados ha alcanzado un
10% de la media de la serie de datos. En la figura se represen-
ta el valor de la poblacién predicha junto con la poblacién registrada
original de infectados. Finalmente, el resultado de S obtenido ha sido
utilizado también para el calculo del nimero bésico de reproducciéon
Ry, representado en la figura [£.3]

Como puede observarse, los resultados obtenidos son coherentes
entre si y con la definicién del modelo. La estimacion del parametro
5 nos permite extraer informacion de la poblacion de mosquitos, ya
que estd fuertemente relacionado con ella. Los valles que aparecen en
su grafica, como los que se aprecian en torno a los dias 160 y 220,
pueden estar relacionados con un fuerte descenso de la poblacién de

mosquitos debido a una campana de fumigacién exitosa. Los valores
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Figura 4.2: Poblaciones real y estimada de individuos infectados de
dengue en el brote de La Habana en 2001
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Figura 4.3: Numero béasico de reproducciéon Ry para el brote de La
Habana en 2001
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de B son muy variables debido probablemente a la presencia de im-
precisiones, o ruido, en los datos. En cualquier caso, la interpretacion
de 5 debe ser tomada més como la de una tendencia que como la de
un valor preciso. Por otro lado, los resultados representados en la figu-
ra [£.2] son satisfactorios y nos muestran que hay un buen ajuste de la
poblacion predicha a la poblaciéon real de infectados, y a la espera de
realizar pruebas adicionales, apoyan la idea de representar la pobla-
cion de mosquitos de forma implicita mediante el pardmetro variable
en el tiempo (. Finalmente, en los resultados obtenidos para el Ry
en la figura se muestran los distintos estados por los que pasa la
epidemia. El valor de Ry llega a sus maximos en los momentos mas
criticos de la enfermedad, en los que el brote tiende a expandirse y en
los que seré crucial la intervencion de sistemas externos de control. Al
final del periodo vemos que la enfermedad tiende por si misma a la

erradicacion.

4.5. Conclusiones

En este capitulo se ha definido un nuevo modelo para la epidemia
de dengue en Cuba mediante ecuaciones diferenciales con retardo. Es-
te modelo presenta la novedad de no incluir de forma explicita datos
de las poblaciones de mosquitos, de las que es practicamente imposi-
ble obtener datos fiables, y cuya presencia en los modelos de dengue
supone un importante obstaculo a la hora de aplicarlos a casos reales.
Para evitar el uso de estas poblaciones se han utilizado retardos y se
ha incorporado un parametro variable en el tiempo, 3, que representa
la informacion necesaria sobre esta poblaciéon y su eficiencia en el con-
tagio. Este pardmetro ha sido estimado mediante un método basado
en redes neuronales de Hopfield que habia sido utilizado previamente
para la estimacion en modelos epidemioldgicos discretos, como se des-
cribia en el capitulo [2] pero que no habia sido utilizado para sistemas
definidos en ecuaciones diferenciales con retardo. Los datos utilizados
para realizar la estimacién se corresponden con un registro de la epi-
demia en el brote de La Habana en 2001. Se ha validado la bondad
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de la estimacién y del propio modelo mediante la comparacion de los
datos reales y predichos de la epidemia y los resultados han sido sa-
tisfactorios. También se ha calculado el valor del niimero bésico de
reproduccion, Ry, que ha permitido analizar las distintas fases por las
que ha pasado la enfermedad.

De entre las lineas futuras que podrian proponerse en este traba-
jo, destaca la de llevar a cabo un anélisis mateméatico mas profundo
del estimador, en el que se estudie de forma rigurosa su convergen-
cia y su comportamiento en presencia de ruido. También seria muy
interesante realizar pruebas adicionales con nuevos datos reales de la
epidemia, aunque la ausencia de éstos nos lleva a contemplar también
la posibilidad de utilizar datos simulados. Finalmente, otra linea de
trabajo a proponer seria la de refinar el modelo, ampliandolo de forma
que permita obtener una informacién maés directa para realizar medi-
das de control eficientes. En este sentido, la realizacién del anélisis de

sensibilidad del modelo serfa un trabajo muy interesante.
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Conclusiones

En esta memoria se ha descrito el modelado de sistemas dinami-
cos que representan el desarrollo epidemiolégico de dos infecciones:
VIH/SIDA y dengue. En concreto, se ha mostrado un modelo de la
epidemia de VIH/SIDA en Cuba para el que se han estimado algunos
de los pardmetros més criticos y calculado el niimero béasico de repro-
duccion (capitulo . Para esta misma epidemia se ha construido y
analizado un modelo novedoso que no incluye explicitamente la pobla-
cion de infectados desconocidos, sino que define la ratio de infeccién
oculta como la razén entre infectados desconocidos y conocidos (capi-
tulo|3)). Finalmente, para el caso de la epidemia de dengue ocurrida en
La Habana en 2001, se ha definido un modelo con retardos que obvia la
necesidad de incluir la poblacién de mosquitos vectores de la enferme-
dad, procediendo también aqui a realizar la estimacién de parametros
y el computo del numero bésico de reproduccion (capitulo H)).

En este trabajo se ha contado con dos bases de datos reales anéni-
mas, una para la epidemia de VIH/SIDA y otra para la epidemia de
dengue. Para la epidemia de VIH/SIDA, se ha utilizado un registro
historico de 20 anos (entre 1986 y 2006), en el que se recogen de forma
semanal todos los casos de seropositivos, incluyendo la fecha de detec-
ciéon de la infeccion, el método utilizado para la misma y, en su caso,
las fechas en las que el individuo ha desarrollado SIDA o ha fallecido.
Aunque la periodicidad de los datos es semanal, la base de datos ha

sido promediada para obtener una periodicidad cuatrimestral, que se
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considera suficiente para los objetivos de este trabajo, y que permi-
te filtrar posibles imprecisiones en el registro. La base de datos de la
epidemia de dengue utilizada se corresponde con el registro diario de
casos del brote ocurrido en La Habana en 2001, debido al virus de
serotipo inmunolégico DEN-3 [14]. A partir de esa base de datos y de
parametros demograficos y epidemioldgicos, tales como la mortalidad
o el tiempo de incubacién o de recuperacion de la enfermedad, se ha
construido una base de datos completa en la que se incluyen, ademas
de la poblacion de infectados, la poblacién de individuos susceptibles
de contraer la enfermedad y la de individuos recuperados de la misma.
Una de las conclusiones que cabe senalar del conjunto del trabajo es
la importancia de disponer de datos estadisticos reales sobre la evolu-
cion del namero de infectados. A diferencia de otras contribuciones que
se basan exclusivamente en datos obtenidos de simulaciones, la com-
paracién de los resultados con los datos reales proporciona un apoyo
adicional a las conclusiones obtenidas y sirve de validacién tanto de

los modelos, como de las técnicas de estimacion utilizadas.

En el capitulo [2 de la memoria se ha descrito el proceso de iden-
tificacion de la epidemia de VIH/SIDA en Cuba. Se ha partido de un
modelo de la epidemia de VIH/SIDA definido mediante ecuaciones di-
ferenciales ordinarias que habia sido descrito en trabajos previos [27].
Este modelo representa una dindmica de poblaciones, cuya caracteris-
tica distintiva es que separa los individuos infectados en diversas po-
blaciones, en funcién de si han sido detectados o no, y en este dltimo
caso, de cuél ha sido el método de deteccion. En particular, se define la
poblacién de infectados detectados a través del programa de notifica-
cion de parejas, un sistema de busqueda activa de personas infectadas
de VIH. Con este sistema, cada nuevo individuo registrado como in-
fectado por VIH es instado a declarar sus ultimas parejas sexuales,
que son a su vez localizadas y sometidas a un test de seropositividad.
El andlisis de costes y beneficios de este método de deteccidon tiene
una gran importancia, ya que es un sistema muy costoso, en el que las
autoridades sanitarias han invertido importantes recursos materiales

y humanos.
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El modelo utilizado se define como un sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias que contiene una serie de pardmetros que pon-
deran las transiciones dinamicas entre las distintas poblaciones de la
epidemia. De entre ellos destacan los dos parametros relacionados con
la deteccion de seropositivos, uno correspondiente a la detecciéon me-
diante el programa de notificacion de parejas (denominado k) y el otro
que engloba al resto de métodos de deteccion (al que se ha llamado
k1). Mientras que el resto de pardmetros en el modelo son conoci-
dos o pueden al menos estimarse mediante métodos estadisticos, los
parametros de deteccion son dificiles de medir mediante métodos con-
vencionales. En este trabajo, estos dos parametros se han considerado
variables en el tiempo y han sido calculados utilizando un método de
estimaciéon basado en redes neuronales de Hopfield. Este método ha-
bia sido utilizado con éxito previamente en sistemas mecanicos pero
no en sistemas como los epidemioldgicos, que no estdn basados en le-
yes fisicas conocidas sino en el conocimiento de especialistas. Ademés,
tampoco habia sido probado con anterioridad en un sistema sin exci-
tacién externa. A partir de la estimacion de los pardmetros también
se ha calculado un umbral de deteccion, que juega un papel similar al
del nimero bdsico de reproduccion [19]. Asi, este umbral da una idea
del estado en el que se encuentra la evoluciéon de la enfermedad, esto
es, crecimiento, decrecimiento o endemia. Finalmente, utilizando los
resultados obtenidos para la estimacién de los parametros, se han cal-
culado las poblaciones predichas de seropositivos, con el objetivo de
compararlas con los datos reales y evaluar la bondad de la estimacién

y del propio modelo.

En los resultados obtenidos para las estimaciones de los pardme-
tros, podemos observar las diferentes fases por las que ha pasado el
valor del pardmetro ks, que se corresponden con la evolucién del pro-
grama de notificaciéon de parejas a lo largo del periodo de tiempo
estudiado. Mientras que al principio se observa que ko tiene un valor
relativamente alto, coherente con la apuesta de las autoridades por el
programa, entre los afios 1992 y 1996 se aprecia un importante descen-

s0, coincidente con el periodo de crisis econémica sufrida en el pais.
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El descenso del valor de los parametros en este caso no se debe a una
menor incidencia de la enfermedad, sino a una menor deteccién. Fi-
nalmente, tras un aumento, en el final del periodo se observa un nuevo
descenso del valor del parametro, relacionado con el fomento de nuevas
técnicas de deteccion, tales como la mayor implicacién de médicos de
familia. El calculo del umbral de deteccién permite observar las mis-
mas fases, siendo el periodo entre 1992 y 1996 el de mayor prevalencia
de la enfermedad con valores de umbral significativamente mayores
que uno. Para ese periodo, se analiza la relaciéon entre el umbral de
deteccion y el parametro de deteccién kg, mostrando que disminuir el
umbral por debajo de uno (indicando que la epidemia no estaria en
crecimiento) requeriria mas que duplicar el parametro. Este incremen-
to de la deteccién seria inasumible en cuanto a costes econémicos y
sociales. En resumen, de la discusién de los resultados desde el punto
de vista epidemiologico, pueden senalarse las siguientes conclusiones
del capitulo

= La deteccion de infectados mediante el programa de notificacion
de parejas tiene una influencia significativa sobre la prevalencia

de la enfermedad.

= Es preciso complementar el programa de notificacién con méto-
dos adicionales de deteccion, dado que el coste de disminuir sig-
nificativamente el umbral de deteccion exclusivamente mediante

el programa es inasumible.

= Los resultados que indiquen un descenso en el nimero de infecta-
dos deben tomarse con extrema cautela, ya que pueden deberse
a una disminucién en la deteccién, provocando un rebrote en la

expansion de la infeccion que solo se detecte posteriormente.

También dentro del capitulo [2] se utilizaron los resultados de esti-
macién para realizar una comparacion entre las poblaciones predichas
y reales de la epidemia. Esta comparaciéon mostré un buen ajuste de las
curvas, obteniéndose un error cuadratico medio aceptable, lo que su-
giere, por un lado, un buen comportamiento del estimador en este caso

y, por otro, que el sistema utilizado es un modelo satisfactorio de esta
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epidemia. Por otro lado, hay que senalar que se observan fuertes osci-
laciones en los valores obtenidos de los parametros, que se atribuyen a
imprecisiones en los datos que afectan la convergencia del estimador.
Este problema puede solventarse mediante algoritmos de regulariza-
cion, caracteristica que se ha incluido variando el niumero de pasos de
integracion en la ecuacion diferencial del estimador. Los resultados no
son definitivos, por lo que este estudio esta todavia abierto y la pro-
fundizacién de estas pruebas constituye una prometedora linea futura
de trabajo. Pueden senalarse, como resumen del anélisis matemaético

y computacional de este capitulo, las siguientes conclusiones:

= El estimador presentado se ajusta a las caracteristicas de los
sistemas epidemioldgicos: sistemas discretos, sin entradas y con

parametros variables.
= Es necesaria la incorporacion de mecanismos de regularizacion.

Enel capitulose propone un modelo de la epidemia de VIH/SIDA,
donde la variable es la ratio de infeccion oculta, es decir, el cociente
de la poblacién de seropositivos no detectados entre los detectados.
La razon de ser de este modelo es que la poblaciéon de individuos no
detectados no aparezca directamente en las ecuaciones. La infeccién
por VIH tiene un periodo de incubacién largo y extremadamente va-
riable, por lo que dicha poblacién infectada oculta es dificil de estimar
de forma fiable. Esta es una limitacion fundamental de la mayoria de
los modelos publicados, incluido el presentado en el capitulo 2] dado
que imposibilita la comparaciéon de los resultados simulados con datos
reales. Ademas, esta poblacion es muy importante desde el punto de
vista epidemioldgico, ya que la detecciéon temprana de seropositivos
permite darles tratamiento e informacién lo antes posible asi como
establecer medidas sanitarias para evitar nuevos contagios, lo que su-
pone en si mismo un eficaz método de control de la enfermedad. Se ha
obtenido la solucién analitica del modelo de ratio de infeccién ocul-
ta, mostrando que el sistema es asintoticamente estable, lo que debe
interpretarse como que, a la larga, la poblacién infectada oculta sera

proporcional a la detectada. Ademas, se ha realizado el andlisis de es-

69



Maria Esther Garcia Garaluz

tabilidad del sistema, resultando que, con determinadas condiciones,
la estabilidad se conservaria incluso aunque el modelo se perturbara
moderadamente, resultando una nueva version del sistema sin solucion
analitica. Esta robustez respecto a perturbaciones es una caracteris-
tica interesante pues sugiere que el comportamiento de la ratio seria
cualitativamente igual, aunque la formulacién matemética de la de-
teccion mediante el programa de notificacion de parejas se refinara
como se ha sugerido en ocasiones. El valor al que converge la ratio de
infeccion oculta esta en torno al 75 %, por encima de la obtenida en
trabajos previos que utilizan modelos lineales. También se ha realizado
el anéalisis de sensibilidad del modelo con respecto a los parametros,
obteniendo que el parametro al que sistema es méas sensible es kq, el
relacionado con los métodos de deteccion distintos del programa de
notificacion de parejas. Finalmente, se ha comparado la poblacion real
de seropositivos detectados con la poblacién predicha por el modelo,
con objeto de evaluar la bondad de este. Se han considerado dos fases
distintas de la epidemia, una anterior y otra posterior al ano 2000. El
objetivo es conseguir un punto inicial coincidente con los datos cono-
cidos y un buen ajuste de la parte final de la curva de la epidemia, asi
como tener en cuenta que en el 2000 hubo un cambio en la definicién
de enfermo de SIDA. En ambas fases, especialmente en la segunda, se
consigue un buen ajuste del modelo con valores pequenos del error.

En resumen, del capitulo [3] se obtienen las siguientes conclusiones:

= Una vez asentada la epidemia, es razonable asumir que el tamaifio
de la poblacion infectada oculta es, aproximadamente, propor-

cional a la detectada.

= La ratio de infeccién oculta es superior a lo que indicarian mode-
los lineales, lo que sugiere la conveniencia de desarrollar modelos
no lineales, que representan mas fielmente la evolucion de la epi-

demia.

= El sistema es mas sensible al parametro que mide la deteccién
por métodos adicionales al programa de notificacién de parejas,

por lo que, al igual que en el capitulo anterior, se manifiesta la
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importancia de desarrollar estos métodos, como la implicacion

de médicos de familia.

En el capitulo [4] se retoma el estimador neuronal basado en redes
neuronales de Hopfield que se presentd en el capitulo [2] pero ahora se
aplica sobre un nuevo modelo de la epidemia de dengue en Cuba. Este
modelo es una dindmica de poblaciones SIR, esto es, sus variables son
las poblaciones de individuos susceptibles, infectados y recuperados.
La formalizacién mateméatica del modelo se realiza mediante ecuacio-
nes diferenciales con retardo. Una de las principales aportaciones de
este modelo es que evita el uso explicito de la poblacién del mosqui-
to causante del contagio entre humanos. Esto se consigue mediante
la inclusién de retardos que irdn desde el tiempo de incubacién de la
enfermedad en el mosquito hasta su tiempo medio de vida. Por otra
parte, se ha definido un parametro variable que corresponde a la ta-
sa de infeccion en cada momento, permitiendo modelar indirectamente
tanto la poblaciéon de mosquitos como su eficiencia en el contagio. Esta
tasa de infeccion se estima mediante el estimador basado en redes de
Hopfield, que ha sido redefinido para su uso en sistemas con retardos.
Los resultados obtenidos para la estimacion de la tasa de infeccién
muestran distintas fases de desarrollo de la epidemia. En particular,
aparecen valles que no pueden ser explicados por la evolucién natu-
ral de la enfermedad, sino que deben ser causados por campanas de
fumigacion exitosas que han interrumpido la expansion de la epide-
mia. Al igual que se realiz6 en el capitulo [2, también se ha definido
un umbral de deteccién, que permite observar la fase de evolucién en
la que se encuentra la epidemia. Los resultados obtenidos para este
umbral también apoyan la nocién de que la reduccién del contagio se
debe a las campaifas sanitarias, ya que el umbral presenta valores muy
altos justo antes del comienzo de la fumigacion. Finalmente, para es-
tudiar la bondad de la estimacion y del modelo propuesto, se compara
la poblacién de infectados de dengue de la base de datos real con la
poblaciéon predicha por el modelo. Para realizar el célculo de la pobla-
cion predicha, se han integrado las ecuaciones del modelo utilizando

los resultados de la estimacion de la tasa de infeccién, observando un
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buen ajuste entre las poblaciones predicha y real. En resumen, en el

capitulo [4] se destacan las siguientes conclusiones:

= El estimador basado en redes de Hopfield puede ser aplicado a
sistemas con retardos, y el buen ajuste obtenido sugiere tanto
un comportamiento satisfactorio del estimador como una valida-
ciéon del modelo de dengue propuesto. No obstante, como en el
capitulo anterior, se observan fuertes oscilaciones en las estima-
ciones debidas a la presencia de ruido en los datos, que aconsejan

el estudio de las técnicas de regularizacion.

= Desde el punto de vista epidemiolégico, el hallazgo mas significa-
tivo es la influencia de las medidas sanitarias sobre la evolucion
de la enfermedad, hasta conseguir su erradicacion. Estas medidas
de control, que tienen un elevado coste en recursos, han evitado
sin embargo que la epidemia se haga endémica, tal como ocurre

en otros pafses de la zona.

El trabajo realizado en esta tesis da pie a considerar varias lineas
de desarrollo futuro para la extension de los resultados aqui obtenidos.
En primer lugar, con respecto al modelo de VIH/SIDA presentado en
el capitulo [2] seria interesante realizar la estimacion de algunos pa-
rametros que en este trabajo se han dado por conocidos. Ya se ha
realizado algun trabajo en este sentido [7], en el que se estimo6 la tasa
de incubacion de la enfermedad. Otro parametro que seria interesante
estimar con mayor precision es la tasa de contagio debido a individuos
no detectados ya que, por una parte, se presupone que incide significa-
tivamente en el desarrollo de la epidemia y, por otro lado, es influen-
ciado directamente por las medidas de control y detecciéon temprana.
Asimismo, la realizacion de un analisis de sensibilidad del modelo para
determinar qué parametros tienen una mayor influencia en la evolu-
cion de la epidemia, tal como se ha realizado para el modelo propuesto
en el capitulo [3| podria orientar la decisién de qué parametros incor-
porar a la estimacion, al margen de tener interés por si mismo. Otra
linea interesante que ha quedado fuera del &mbito de este trabajo es el
refinamiento del modelo de la epidemia de VIH/SIDA, habiendo aqui
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un rango considerable de posibilidades. Podrian considerarse poblacio-
nes separadas en funcién de circunstancias geograficas, econdémicas o
sociales, o bien podrian proponerse formulaciones matemaéticas alter-
nativas del término que modelo el programa de notificaciéon de parejas,
incluso como una funcién genérica desconocida. Hay que senialar que
el modelo de la ratio de infeccién oculta, definido en el capitulo [3] se
deriva del de poblaciones presentado en el capitulo [2| por lo que to-
dos los cambios que se realicen en este dan lugar automaticamente a
nuevos modelos de infeccién oculta, cuyo anéalisis se prevé productivo.
Con respecto al modelo del dengue descrito en el capitulo ] también
aqui el estudio de sensibilidad podria ayudar a desarrollar el modelo
asf como a extraer mas informacion sobre la epidemia y su evolucion.
Los posibles modelos refinados podrian incorporar explicitamente tér-
minos que modelen distintas medidas de control permitiendo estudiar
su eficacia relativa. Finalmente, desde un punto de vista matemaético
y computacional, se propone la realizacién de un analisis mateméatico
mas detallado del estimador neuronal, posiblemente con la incorpora-
cién de técnicas de regularizacion. Se han presentado algunas pruebas
preliminares en este sentido [12], y la profundizacion de este estudio
permitiria establecer rigurosamente condiciones para su convergencia

y analizar su comportamiento ante la presencia de ruido.
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Conclusions

This thesis has described the process of modelling dynamical sys-
tems that represent the epidemic spread of two infections: HIV /AIDS
and dengue. In particular, a model of HIV/AIDS in Cuba has been
presented, estimating some of the most critical of its parameters and
computing the basic reproduction number (Chapter [2)). For the same
epidemic, a novel model has been built and analyzed, its most promi-
nent feature being that it does not explicitly include the population of
unknown infected individuals, but rather a ratio of hidden infection has
been defined as the quotient of undetected infected by detected popu-
lations (Chapter [3). Finally, for the case of dengue epidemics occured
in Havana in 2001, a model with delays has been defined, dispensing
with the need to include the populations of mosquitoes that transmit
the virus, proceeding also here to perform parameter estimation and
computation of the basic reproduction number (Chapter [4]).

This work has relied on two databases of real, anonymized data,
one for the epidemic of HIV/AIDS and the other for the dengue epi-
demic. In the former, we have used a historical record comprising 20
years (from 1986 to 2006), where all infections are weekly registered,
including date of infection detection, method used for detection and,
where applicable, dates of AIDS diagnosis and decease. Although the
periodicity of data is weekly, data have been averaged to obtain th-
ree data samples per year, which are enough for the aims of this work,

and contributes to filtering eventual data noise. On the other hand, the
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dengue epidemic data corresponds to the records of the outbreak occu-
rred in Havana in 2001, due to the virus with immunological serotype
3 [14]. From both that database and demographic and epidemiological
parameters, such as mortality, incubation period or recovery period,
a sequence has been built comprising not only infected population,
but also susceptible and recovered individuals. One of the remarkable
conclusions of this work is the importance of having available real sta-
tistical data on the evolution of the size of the epidemic. Contrary to
other contributions that are solely based upon simulation results, the
comparison to real data provides additional support to the obtained
conclusions and positively assesses both the models and the estimation

techniques.

The process of identification of the epidemic of HIV/AIDS in Cu-
ba is described in Chapter 2] The analysis starts from a model defi-
ned by Ordinary Differential Equations that was described in previous
work [27]. This model represents a population dynamics, whose dis-
tinctive feature is distinguishing the infected individuals according to
whether their infection has been detected or not, and in the latter
case, according to the method of detection. In particular, the infec-
ted population detected through the partner notification program is
defined. Such a program implements a policy of active search of HIV
infected population, so that newly registered infected individuals are
encouraged to disclose their latest sexual partners, who are in turn
located and subjected to a seropositive test. A cost-benefit analysis of
this program is of utmost importance, since substantial material and

human resources have been drained by the program.

The used model is defined as a system of Ordinary Differential
Equations that contains several parameters weighting the dynamical
transitions between epidemic populations. Among these parameters,
those that are related to infection detection stand out, namely the one
that models detection by the partner notification program (termed k3)
and the parameter that comprises the rest of detection ways (which is
called kq). Detection parameters are hardly measurable by conventio-

nal methods, whereas the rest of parameters are known, or they can
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at least be estimated by statistical methods. In this work, both de-
tection parameters have been considered time-varying, and they have
been computed by means of an estimation method based upon Hop-
field neural networks. Such a neuronal method had already been suc-
cessfully applied to mechanical systems, but no experience existed on
models that do not stem from physical laws, but rather from the intui-
tion of experts. This is the case of epidemiological systems, which also
lack external excitations through inputs. Parameter estimation leads
to the computation of a detection threshold, that plays a similar role
to that of the basic reproduction number [19]. Therefore, such thres-
hold provides an insight on the state of evolution of the epidemic, i.e.
increase, decrease, or endemic state. Finally, using the parameters esti-
mates, the predicted infected opulations have been computed, in order
to perform a comparison to real data, thus assessing the goodness of
both the estimation and the model itself.

The obtained results for parameter estimation show different stages
in the value of the parameter ko, which correspond to the evolution of
the partner notification program over the studied time interval. At the
beginning, the estimate of the parameter ko is relatively high, which
is consistent with the strong support to the program by the health
system, whereas between 1992 and 1996 a substantial decrease is dis-
cernible, concurring with the economic crisis suffered by the country.
The decrease in parameter values, in this case, is not due to a lower
disease prevalence, but rather to an impaired detection. Finally, af-
ter a slight increase, at the end of the period a new decrease in the
parameter estimate is possibly due to the promotion of novel detec-
tion ways, such as strengthened implication of general practitioners.
The computation of the detection threshold shows similar stages, with
the interval between 1992 and 1996 being that of highest prevalence,
with threshold values significantly larger than one. For that interval,
the relation between the threshold and the detection parameter ko is
analyzed, showing that decreasing the threshold below one (signalling
that the epidemic would be diminishing) would require more than dou-

bling the parameter. This increment would be unaffordable in terms

7



Maria Esther Garcia Garaluz

of economic and social costs. To summarize, from the epidemiological

discussion of results, the following conclusions emerge from Chapter 2}

= Infection detection by the partner notification program has a

substantial influence on disease prevalence.

= The notification program must be supplemented with additional
detection methods, since the cost of a significant reduction of the

detection threshold entirely due to the program is unaffordable.

= Those results that suggest a decrease in the size of the infec-
ted population must be considered with extreme caution, since
they may be due to a weakened detection, causing a reinforced

infection outbreak that is only detected afterwards.

Also within the scope of Chapter [2| estimation results were used
to compare forecasted and real epidemic populations. The comparison
showed a good fit between curves, obtaining acceptable squared mean
error, which suggests, on one hand, good estimation performance in
this application and, on the other hand, satisfactory modelling of the
epidemic system. On another note, strong oscillations often appear in
parameter estimates, which are ascribed to data inaccuracies that af-
fect the estimation convergence. This drawback can be alleviated by
means of regularization algorithms, a notion that has been incorpora-
ted by changing the number of integration steps in the estimator diffe-
rential equation. Results are far from definitive, though, so this study
is still open and deeper analysis is a promising direction for further
research. The following conclusions can be pointed out, as a summary

of the mathematical and computational analysis of this chapter:

= The presented estimator is well suited to the characteristics of
epidemiological systems: discrete systems, without inputs and

with time-varying parameters.

= There exists a need for further analysis and implementation of

regularization devices.
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In Chapter , a novel model of HIV/AIDS is proposed by defining
a ratio of hidden infection, i.e., the quotient of the undetected infec-
ted population by the known one. The raison d’étre of this model is
to avoid the inclusion of the population of infected individuals in the
equations. The infection by HIV has a long and extremely variable
incubation period, so that the infected hidden population is hardly es-
timated reliably. This is a fundamental shortcoming of most published
models, including that presented in Chapter [2] since it hinders compa-
ring simulated results to real data. Besides, managing this population
has a strong effect on the epidemic spread, since infected individuals
that were detected early could receive treatment and information as
soon as possible, and also health measures could be undertaken to
avoid new contagions, which is itself an effective way to control the
disease. The model of the ratio of hidden infection has been analyti-
cally solved, showing that the system is asymptotically stable, which
can be interpreted as the proportionality of the undetected infected
population to the detected one, in the long term. Besides, the stability
analysis shows that, under mild conditions, stability is preserved even
under moderate perturbations of the model that would render the sys-
tem analytically unsolvable. Such a robustness with respect to pertur-
bations is an interesting feature, since it suggests that the behaviour
of the ratio remains qualitatively similar, even after the mathemati-
cal formulation of detection through the partner notification program
were refined, as occasionally suggested. The ratio of hidden infection
converges to a value that approaches the 75 %, beyond that obtained
in previous works that used linear models. We have also performed
the sensitivity analysis of the model with respect to the parameters,
singling out the parameter k; as the one that most influences on the
system. This somewhat surprising result suggests that the influence
of the partner notification program on the hidden infection ratio is
limited, compared to alternative detection methods. Finally, the real
infected population has been compared to the model prediction, in
order to assess the model accuracy. Two epidemic stages have been

considered, before and after the year 2000, in order to achieve a good
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adjustment both in the initial point and in the final part of the curve,
as well as taking into account the change in the definition of AIDS
diagnosis that took place in 2000. In both stages, chiefly in the latest,
a good model adjustment is observed, with limited error values. To

summarize, the following conclusions emerge from Chapter [3}

= Once the epidemic is settled, it is reasonable to assume that the
size of the hidden infected population is approximately propor-

tional to the detected infected population.

= The ratio of hidden infection is higher than the estimates of some
linear models, which suggests the convenience of paying further
attention to sophisticate, non-linear models, that represent more

faithfully the epidemic spread.

» The system is more sensitive to the parameter that measures
the detection by additional methods excluding the partner no-
tification program, which, as in the previous chapter, puts forth
the importance of developing complementary detection methods,

such as further implication of general practitioners.

In Chapter [] the application of the estimator based upon Hop-
field neural networks that was presented in Chapter [2]is resumed, but
now it is implemented on a novel model of dengue epidemic in Cuba.
This model comprises a SIR population dynamics, i.e. its variables
represent susceptible, infectious, and recovered (immune) individuals.
The mathematical formulation of the model is carried out by means
of Delay Differential Equations. A major contribution of this model is
the avoidance of populations of mosquitoes explicitly appearing in the
model. This is achieved by considering delays that range from the in-
cubation period in the mosquito to its average life span. On the other
hand, a variable parameter has been defined to represent the infec-
tion rate at each time instant, indirectly modelling both the mosquito
populations and their contagion efficacy. Such infection rate is esti-
mated by the estimator based on Hopfield networks, which has been
redefined to be applied to systems with delays. The estimates of the

infection rate show distinct stages of epidemic spread. In particular,
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there appear valleys that cannot be explained by the natural evolution
of the disease, but are rather due to successful fumigation campaigns
that have disrupted the epidemic spread. As in Chapter [2] a detection
threshold has also been defined, providing further insight on the sta-
ges that the epidemic evolution traverses. The obtained results for this
threshold also support the notion that the reduction in the epidemic
spread is due to health measures, since the threshold values are mar-
kedly high just before the onset of such campaigns. Finally, in order to
assess the goodness of the estimation and the model itself, the infec-
ted population from the real database is compared to the population
predicted by the model, which results from the numerical integration
of the model equations introducing the estimates of the infection rate.
A satisfactory fit is observed between real and predicted populations.

The following conclusions summarize the results of Chapter [}

= The estimator based on Hopfield networks can be applied to
delay systems, and the obtained good fit suggests both a sa-
tisfactory performance of the estimator and a validation of the
proposed model for dengue epidemics. However, as in the pre-
vious chapter, wide oscillations results from the existence of data
noise, thus the analysis of regularization techniques is encoura-

ged.

= From the epidemiological viewpoint, the most significant finding
is the influence of health measures on the epidemic evolution,
down to disease eradication. These control measures are certainly
costly, but they have prevented the onset of endemic dengue, as

has settled in other countries of the area.

The work in this thesis raises several directions of future research
for further extension of the presented results. Firstly, regarding the
model of HIV/AIDS presented in Chapter , it would be interesting
to undertake the estimation of some parameters that in this work
have been assumed as known. Some explorations have already been
performed [7], where the incubation rate of the disease was estimated.

Another parameter worth being more accurately studied is the conta-
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gion rate due to undetected infected individuals since, on one hand, it
significantly influences the epidemic spread and, on the other hand, it
is directly affected by control and early detection measures. Likewise,
a sensitivity analysis of the model, as that performed in Chapter [3]
would shed light on which parameters influence most the epidemic
evolution, thus guiding the decision on which parameters should be
included in the estimation procedure, in addition to being interesting
by itself. Another promising direction, which falls beyond the scope
of the present work, is the refinement of the model of HIV/AIDS epi-
demic, existing a considerable range of alternatives. Distinct popula-
tions could be considered according to geographic, economic or social
circumstances. Otherwise, different mathematical formulations of the
term that models the partner notification program could be propo-
sed, even stating a generic unknown function. It is remarkable at this
point that the ratio of hidden infection, as defined in Chapter [3] stems
from the population model presented in Chapter [2] so every change
practiced on the latter automatically yields new models for hidden
infection, whose analysis is foreseeably fruitful. Regarding the model
of dengue described in Chapter [d] also here the sensitivity analysis
could pave the way for further development of the model, as well as
provide clearer insight on the epidemic and its evolution. The eventual
refined models could explicitly comprise terms that represent diverse
control measures, thus providing a way of measuring their relative ef-
ficiency. Finally, from a mathematical and computational viewpoint,
a deeper theoretical analysis of the estimator is promising, eventually
implementing regularization techniques. Preliminary results [12] sug-
gest that this direction of research could lead to rigorous convergence
conditions and assess the estimation performance in the presence of

data noise.
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ARTICLE INFO ABSTRACT

Arfic{e history: In this paper, a method of parameter estimation, based upon Hopfield neural networks,
Received 26 January 2010 is applied to the identification of a model of the HIV/AIDS epidemic in Cuba. This
Received in revised form 3 February 2013 estimation technique presents a number of features that make it especially suitable for
Accepted 8 March 2013

the identification of such epidemic models. In particular, its remarkable ability to estimate
time variant parameters allows us to outline the evolution of parameters, thus assessing
the efficiency of health policies. A complementary aim is the validation of the model,
Hopfield neural networks whigh stems. from basic cc_m'cepts and reasoning_, in disease mode!ling rather than from
Dynamical systems specific physical laws, thus it is not supported by rigorous mathematical results. Indeed, the
Systems identification experimental results show a significant adjustment of simulated data to actual ones, which
provides considerable support to model validity. A sequence of real data, corresponding to
the HIV and AIDS affected populations in Cuba from 1986 to 2004, has been compared
to both simulations of the epidemic model and used to test the estimation method. A
detection threshold, which plays a similar role to the basic reproduction number, has been
calculated to complement the information about the current situation of the epidemic
and the possible evolution perspectives. The obtained results are plausible and coherent
according to health experts.

Keywords:
Epidemic model

© 2013 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

The main objective of this paper is the estimation of the parameters appearing in a HIV/AIDS epidemic model in the
Cuban case. In particular, the parameters related to detection rates, which are time variant, are estimated by a modified
version of Hopfield Neural Networks. The knowledge of the numerical value of these parameters allows for computing an
estimation of a threshold that can be interpreted in the same way as the basic reproduction number, hence it provides
important information about the eventual future evolution of the epidemic spread. Besides, the plausible simulation results
provide support to the model validity.

Reality modelling is a fundamental task in the engineering framework. In systems with no previous information, system
identification, defined as the determination of its internal properties from measurable external outputs [1], is a feasible way
of building a system model. Studies and mathematical modelling of infectious diseases have historically been carried out to
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gratefully acknowledged.
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ABSTRACT. In this work we propose the definition of the ratio of hidden in-
fection of HIV/AIDS epidemics, as the division of the unknown infected pop-
ulation by the known one. The merit of the definition lies in allowing for an
indirect estimation of the whole of the infected population. A dynamical model
for the ratio is derived from a previous HIV/AIDS model, which was proposed
for the Cuban case, where active search for infected individuals is carried out
through a contact tracing program. The stability analysis proves that the
model for the ratio possesses a single positive equilibrium, which turns out
to be globally asymptotically stable. The sensitivity analysis provides an in-
sight into the relative performance of various methods for detection of infected
individuals. An exponential regression has been performed to fit the known
infected population, owing to actual epidemiological data of HIV/AIDS epi-
demics in Cuba. The goodness of the obtained fit provides additional support
to the proposed model.

1. Introduction. The main objective of this work is to study the proportion of
infected individuals who are undetected over the detected infected population in a
contagious disease, as an indirect methodology to provide an insight on the asymp-
tomatic population. These individuals are often unaware of their own infection, thus
they do not take prophylactic measures to avoid contagion to susceptible individu-
als. Information about undetected infected people is especially interesting for the
HIV/AIDS epidemics since this asymptomatic stage can extend over time, avoiding
early assistance and allowing for a greater spread of the disease. Indeed, the incu-
bation period of AIDS is rather variable and, in contrast to other viral infections,
the seropositive individual never ceases to be contagious, which further complicates
the control of the epidemic spread. Consequently, a major topic for health systems
is developing new strategies for early detection, that is to say minimizing the size of
the undetected infected population. These strategies are expensive both in human
and economic resources, thus the study of their efficiency is a key point.
Mathematical modelling of infectious diseases as dynamical systems has received
considerable scientific interest along history (see e.g. [6, 2, 22]). Epidemiologi-
cal models are often constructed upon systems of Ordinary Differential Equations
2010 Mathematics Subject Classification. Primary: 34D20, 93E12; Secondary: 92D30.

Key words and phrases. HIV/AIDS epidemiology, population dynamics, dynamical systems,
Lyapunov stability, system identification.
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ARTICLE INFO ABSTRACT

Available online 12 May 2011 This work is aimed at proposing an algorithm, based upon Hopfield networks, for estimating the
parameters of delay differential equations. This neural estimator has been successfully applied to models
described by Ordinary Differential Equations, whereas its application to systems with delays is a novel
contribution. As a case in point, we present a model of dengue fever for the Cuban case, which is defined
by a delay differential system. This epidemiological model is built upon the scheme of an SIR
(susceptible, infected, recovered) population system, where both delays and time-varying parameters
have been included. The latter are thus estimated by the proposed neural algorithm. Additionally,
we obtain an expression of the Basic Reproduction Number for our model. Experimental results show
the ability of the estimator to deal with systems with delays, providing plausible parameter estimations,
which lead to predictions that are coherent with actual epidemiological data. Besides, when the Basic
Reproduction Number is computed from the estimated parameter values, results suggest an evolution of
the epidemic that is consistent with the observed infection. Hence the estimation could help health
authorities to both predict the future trend of the epidemic and assess the efficiency of control measures.

Keywords:

Parameter estimation
Dynamical system
Hopfield neural networks
Delay differential equation
Dengue fever epidemic

© 2011 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

System identification can be defined as the determination of
the internal properties of a system from measurable outputs [1].
In models that contain parameters, fitting the values of the model
parameters is referred to as parametric identification or para-
meter estimation [2]. In this contribution, we describe a method
for parameter estimation, based on Hopfield neural networks. The
proposed algorithm presents two advantages over conventional
techniques: it allows for a time-variant estimation of the para-
meters, and it can be formulated to estimate parameters of
systems formulated by delay differential equations (DDE).

The application of mathematics to epidemiological modelling is a
task that has been performed for a long time [3,4]. Building models of
infectious diseases, validating them and estimating their parameters,
allows, on one hand, to predict their evolution, and on the other hand,
to develop sanitary policies in order to fight the diseases. Dengue
fever is an infectious disease which has reappeared in subtropical

“ This work has been partially supported by the Spanish Ministerio de Ciencia e
Innovacion (Project no. TIN2008-04985), by the Junta de Andalucia (Project no.
PO8-TIC-04026), and Agencia Espaiiola de Cooperacion Internacional para el
Desarrollo (Projects no. D/017218/08, D/023835/09 and D/030223/10). The useful
suggestions of the anonymous reviewers are gratefully acknowledged.
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E-mail address: matencia@ctima.uma.es (M. Atencia).

0925-2312/$ - see front matter © 2011 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.neucom.2011.03.022

regions of the American and African continent in the last decades.
Therefore, modelling and identification of the dengue fever system
have become an interesting study to be performed [5]. It has also
been investigated the phenomenon of dengue overwintering [6], by
providing interesting hypotheses on mosquito life cycle. These efforts,
which have helped to construct a valuable theoretical framework for
dengue analysis, face however a fundamental shortcoming when it
comes to comparing the model to actual statistical data of the
infection: the inclusion in the model of mosquito populations. There
is no current or foreseeable way to measure the number of mosquitos
that live in an area, let alone determine how many of them are
infected by the virus. Consequently, the first objective of the paper is
posing a model of dengue fever that dispenses with the explicit
inclusion of mosquito populations. Conventional models of dengue
represent the complete process of human-mosquito-human virus
transmission by defining separate populations of humans and mos-
quitoes. Thus, there is an explicit passage of mosquitoes to an infected
state, which in turn leads to a passage of healthy humans to infected
individuals. In contrast, the presented model [7] only includes human
populations, whereas the effectiveness of disease transmission by
mosquitoes is accounted for by means of a mathematical expression,
which includes a parameter that somehow measures the whole cycle
from an infected human to a susceptible individual being infected.
Due to the incubation period of the virus within the mosquito, the
new infections are due to mosquitos that became infected in the past,
thus the included parameter must be related to past values of
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